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Vorwort 



Wenn in einem kurzen Lehrbuch ein Überblick gegeben werden 
soll über eine so große Disziplin, wie sie die Theorie der Differen- 
tialgleichungen bildet, so können unmöglich alle Gebiete derselben 
gleichmäßig berücksichtigt werden. 

In dem vorliegenden Buch tritt nun hauptsächlich die Geometrie 
in den Vordergrund; an geometrischen Beispielen sollen alle ent- 
wickelten Sätze erläutert werden, auch solche, bei denen es bisher 
vielleicht in einem Lehrbuch noch nicht in dem Maße geschehen ist 
(wie z. B. bei den singulären Lösungen § 18 und 21 und den 
singulären Punkten § 19 und 24). 

Die Funktionentheorie ist fast nur in den Existenzbeweisen 
im ersten Kapitel berücksichtigt worden. Es konnte auch auf 
eine Darstellung dieser Seite des Gebiets um so eher verzichtet 
werden, da dies ja von anderer Seite .bereits geschehen ist. 

Ln übrigen wird ausgiebig Gebrauch gemacht von den geome- 
trischen Begriffen „Linienelement", „Flächenelement" u. s. w., durch 
^ welche Leb die von Monge zuerst begonnene geometrische Veran- 
^ schaolichung der Integrationstheorie so sehr gefördert hat. (Seine 
S^ Theorie der Transformationsgruppen, welche in den von Lie zu- 
^ sammen mit EJngel und Scheffees veröffentiichten Werken außer den 
^ geometrischen Betrachtungen dargestellt ist, ist hier nirgends ange- 
— wendet worden.) 

ci Die geometrischen Begriffe erweisen sich besonders fruchtbar 

' bei den partiellen Differentialgleichungen. Sie ermöglichen es, die 
^ Integrationstheorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung zunächst an einem einfachen Beispiel zu entwickeln und von 
da aus auf alle anderen derartigen Differentialgleichungen zu über- 
-J tragen. (Eine noch einfachere Ableitung der Charakteristikentheorie, 
^ welche G. Kowalewski kürzlich gegeben hat [Berichte der K. Sachs. 

i 
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Ges. d. W., Math.-Phys. Klasse 1900, S. 91 ff.], konnte leider nicht 
mehr aufgenommen werden.) 

Auch die Elemente der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung ließen sich mit Hilfe der von F. Engel 
eingeführten homogenen Koordinaten für die Krümmungselemente 
(Leipziger Berichte, 1 893, S. 468 ff.) noch mit entwickeln. Diese 
homogenen Koordinaten ermöglichten es nämlich, ein sehr einfaches 
Beispiel zum Ausgangspunkt zu wählen (§ 41). 

Zum Schluß möchte ich an dieser Stelle meinem Freund und 
Kollegen G. Kowalewski meinen Dank dafür aussprechen, daß er 
bei vielen einzelnen Fragen mir seinen Rat erteilt hat (z. B. ver- 
danke ich ihm den Anhang). Ebenso bin ich der Verlagsbuchhand- 
lung für die sorgfältige Herstellung der Figuren und die elegante 
Ausstattung zu besonderem Dank. verpflichtet 

Leipzig, im Oktober 1900. 

H. Liebmann. 
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Erstes Kapitel. 

Definitionen und Existenzbeweise. 

§ 1. Die impilciten Funktionen einer Variabein. 

1. Das Problem der impliciten FnnktioneiL Es wird später bei 

tder Theorie des Differentialgleichungen öfters Gebrauch gemacht 
Ton impliciten Funktionen, d. h. von Funktionen, welche dadurch 
tsu bestimmen sind, daß man eine analytische Funktion von mehreren 
Teränderlichen gleich Null setzt. Dabei ist die Hauptfrage, ob 
solche impliciten Funktionen existieren. In dem Fall einer 
bestimmenden Funktion von einer einzigen Veränderlichen 
laatet die Frage z. B. so: 

Gegeben ist eine analytische Funktion von zwei Variabein 

für X = Xqj y = yo ^^9^ ^^^^ Funktion verschwinden. Kann man 
dann eine analytische Funktion 

y = A^) 

angeben^ welche die Gleichung 

F(xJ{x)) = 

erfuUt und sich für x =^ x^ auf y ^ y^ reduziert? 

Ahnliche Fragestellungen ergeben sich, wenn man aus einer 
; Gleichung 

^{^v • • • ^n' y) = 

V als Funktion der Yariabeln x. ..,x^ bestimmen soll, oder aus dem 
^ |y«tem Ton Gleichungen 

■^x K» • • • *n'yx> • • • yj = o> 



f 



' die Yariabeln ^i • • • y„ als Funktionen der Yariabeln ;r^ . . . x^. 



, Dlitbnntbilgleloliimgen. 
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2. Die Wurzeln einer analytischen Gleichung. Wir gehen von 
der Bestimmung einer ünpliciten Funktion einer einzigen Variabein 
aus und wollen annehmen, daß für x = 0, y = die Funktion 
F{xjy) analytisch ist und den Wert Null annimmt. 

Wir wollen ferner annehmen, daß für ar = 0, y = die Größen 



dieses Wertsystem der Differentialquotient . . nicht verschwinden. 



sämtlich verschwinden, ebenso wie F{x,y) selbst. Dagegen möge für 

Die Funktion F{xjy) hat dann die Form 

F{x,y) = Ä^ + A^y + A^y^ . . . + ^n-iy"""^ + ^„y" + • • . , 

wo die Größen A^^ A^. . . An^i analytische Funktionen von x sind, 
welche f ür x = verschwinden. Die Koeffizienten An, -4«+i . . . sind 
ebenfalls analytische Funktionen, und es verschwindet die Funktion 
Ä^ sicher nicht für x = 0. 

Nun setzen wir 

Wir wollen jetzt die Funktion F{x,y) und ihr Verhalten in einem 
gewissen Gebiet betrachten. 

Wir setzen zunächst |ar|^(>Q und |y|=r, wobei Qq und r 
weiterhin noch zu bestimmen sind. 

Qq soll so bestimmt werden, daß die Bedingung erfüllt ist: 



A 



n 



^ m, wenn 



^I^Po 



Den größten Wert unter den Maximis der Funktionen 

Aj^\ (Ä = n + 1, w + 2, 71 + 3 . . .) 



im Gebiete 



X 



^Po 



wollen wir dann mit M^ bezeichnen. Den größten Wert unter den 
Maximis der Funktion 

in diesem Gebiet wollen wir femer mit Mq bezeichnen. 
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Setzen wir also |y| =r, so ist 



und 



^-y + ^-y + 

n n 



< 



m 



1 - r 



Ä 







^«2/" 



+ 



^. 



Ä 



n 



-1 



+ 



.i 



n-1 



-l«y 






wo 



Ä= - + 

r 



»'-(ir 



ist. 



Nun wäMen wir r so klein, daß die Bedingung erfüllt ist: 

m 1 - r ^2 

Endlich ersetzen wir die Grenze Qq, die für den absoluten Betrag 
von X festgesetzt wurde, durch eine andere — kleinere — Grenze q. 
Diese Grenze wird so bestimmt, daß 

m ^2 

ist, sobald \x\ < p. Es muß sich hierbei eine von Null verschiedene 
Zahl Q ergeben, da ja für j: = die Größe M^ selbst verschwindet, 
also für hinreichend kleine Werte von x beliebig klein wird. 

Setzen wir nun |y | = r und |ar| ^ p, und bilden das Integral 




welches in der komplexen Ebene in positiver Richtung auf der Peri- 
pherie des Kreises vom Radius r zu erstrecken ist, so kommt 



l^J^log^^yn+J^logj^ 



+ ^+l + ^y + 



von diesen beiden Integralen verschwindet das zweite, da der reelle Teil 
der Funktion, deren logarithmischer Differentialquotient betrachtet, 
wird, von Null verschieden ist (Sie besteht aus drei Teilen, von denen 
der eine gleich Eins ist, und die beiden anderen ihrem absoluten 
Betrage nach kleiner als ^.) Das zweite hat den Wert 2nin.^ 
Im ganzen also kommt: 



inj dy ^ 



2tnj öy 

Hieraus folgt aber nach dem CAUCHT'schen Satz,^ daß die Anzahl 
der Nullstellen der Funktion F{x,y) gleich n ist. 



* BüRKHABBT, Einführung in die Theorie der analytischen FanktionftiL^ ^'t^k. 
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Wir haben also das wichtige Ergebnis: 

Verschwindet für a: = (J , y = die analytische Funktion F{x, y), 
zugleich mit Viren n — 1 ersten nach y genommenen partiellen Bifferenr' 

tialquotienten, während nicht verschwindet, so hat die Gleichung 

F{x,y) = 

n Wurzeln für hinreichend kleine Werte von x. 

Von diesen Wurzeln können natürlich mehrere zusammenfallen. 

3. Die algebraisclie Gleichung zur Bestimmung der Wurzeln 
einer analytischen Gleichung. Da die Gleichung 

F{x,y) = 

unter den gemachten Voraussetzungen n Wurzeln hat, so liegt die 
Vermutung nahe, daß diese Wurzeln zugleich Wurzeln einer ana- 
lytischen Gleichung nten Grades sind. 

In der That kann man zunächst zeigen, daß die Summen von 
den ganzzahligen Potenzen der Wurzeln, also z. B. die Summe 

^2 = yi^ + ^3* • • • + y«* 
analytische Funktionen sind. 

Denn es ist nach dem CAüCHr'schen Satz das über den Band 
des Kreises vom Radius r erstreckte Integral: 

unter y^ diejenigen Wurzeln verstanden, welche die Gleichung 

F{x,y) = 
hat 

Andererseits ist das Integral eine analytische Funktion von x, 
also folgt: 

Lie Summe der Potenzen der Wurzeln S^ = y^ + y^ . . . + ^n* 
ist eine analytische Funktion von x. 

Aus den Summen der Potenzen der Wurzeln lassen sich aber 
alle anderen symmetrischen Funktionen berechnen, also auch die 
Koeffizienten der Gleichung 

y (^>y) = y*" + «ly""^ + sy""^ • • • + «n = o. 

Diese Koeffizienten sind also analytische Funktionen 
von X. 
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Demnach haben wir das E]rgebnis: 
Die Wurzeln der Gleichung 

F{x,y) = 
sind zugleich Wurzeln einer algebraischen Gleichung nten Grades in y 

deren Koeffizienten analytische Funktionen von x sind. 

4. Die Wnrzeln als analytische Funktionen Yon x. Die Gleichung 

y(x,y)=:0 

kann entweder lauter einfache Wurzeln, oder — für jeden Wert 
von X — mehrfache Wurzeln haben. Ist letzteres der Fall, so er- 
setzen wir sie durch eine Gleichung t/;(a:,y) == 0, welche nur einfache 
Wurzeln hat 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind dann analytische Funktionen 
von X, welche nur an solchen Stellen aufhören analytisch zu sein, 
wo mehrere Wurzeln der Gleichung 

(p {x,y) = resp. t//(a:,y) « 
zusammenfallen. 

Also haben wir schließlich den Satz: 

Ist F{x,y) eine analytische Funktion, welche für a: = 0, y = 
nebst den Differentialquotienten 

dF d^F ^ d^"-^)ir 

verschwindet, während von Null verschieden ist, so giebt es ana* 

lyüsche Funktionen 

welche die Gleichung 

F{x,y) = 
identisch erfüllen. 

Zu bemerken ist, daß gerade für x = die Funktion aufhören 
kann analytisch zu sein. Es giebt aber dann doch analytische Funk- 
tionen, welche die Gleichung erfüllen und für j: = den Wert y = 
annehmen. 

8 F 
^ Ist ä— ^orx verschieden für a: = y = 0, so bekommt man das 

dy ^ ' 

einÜEUshe Ergebnis, daß die Gleichung 

F{x,y)^0 

y als analytische, für ar = verschwindende Funktion von 






I& 



i 



A 



\ 

r' 
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X eindeutig bestimmt und daß diese I^unktion auch noch 
für a? = analytisch ist. 

5. Eine Erweiterung. Die Voraussetzung, daß nicht alle Diflfe- 
rentialquotienten 

j • • . 

dy dy^ 

für a? = 0, y = verschwinden, ist bei der angewendeten Beweis- 
methode notwendig. Diese Voraussetzung ist aber in vielen ein- 
fachen Fällen nicht erfüllt, wo doch eine implicite Funktion existiert 

Z. B. definiert die Gleichung 

xy = 

y als analjrtische Funktion von x (diese Funktion y ist nämlich einfacl 

obwohl alle Differentialquotienten der Funktion xy genommen nacl: 
y verschwinden für a: = y = 0. 

In einem solchen Falle kann man durch eine geeignete Trans- 
formation auf den früheren Fall zurückkommen. 

Man ordnet zunächst nach Gliedern gleicher Dimension 

(?w sei die niedrigste Dimension). 
F^ hat die Form 






Setzt man jetzt 

X =^ x^+ uy^y 

so wird aus jP die Funktion 



m 

i-m 



-^». = 2«i™^(*i + «yi)'yr-s 



<=ü 



in der man nun a so bestimmen kann, daß der Koeffizient von y^ 
nämlich 

nicht verschwindet. 

Die analjrtische Funktion 

welche entsteht, wenn man an Stelle von x und y die Variabein ar. 
einführt, hat dann die Eigenschaft, daß für ar^ = y^ = 
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ist, dagegen 

d"" F 

von Null verschieden, und man kann also y^ als analytische Funk- 
tion von x^ bestimmen. 

In dem Beispiel würde man so verfahren, um die Existenz zu 
beweisen: Man setzt etwa 

^ == ^1 + ^1 , 

dann kommt 

x . y = (ar, + i/^){x^ - yj = x^^ - y^^ = 0, 

und nun ist 

d'F(x,,y^)' ^ _2 

(also von Null verschieden !). Hieraus folgt dann die Existenz einer 
Lösung der Gleichung. 

6. Beispiele Yon implieiten Eunktionen. 

a) Gegeben sei die Gleichung 

F{x,y) = siny(l - a:) = 0. 

Die gegebene Funktion verschwindet für ar = 0, y = 0, während der 
Differentialquotient 

-^ = (1 -:r)cosy(l— :r) 

nicht verschwindet. 

Es giebt also eine analytische Funktion, welche die Gleichung 
erfüllt. Diese Funktion ist 

y = 0. 

b) Es sei 

F(xyy) = sin(y — x)^ = 0. 
Hier ißt I 

(1^ =2(y-.:r)C0S(y-.x)2 = Ö, 

(^),="-? '^^ ^^ -^f-Hy- ^)* sin {y-xf = 2. 
Die analytische Gleichung zur Bestimmung von y wird; 

und ist zu ersetzen durch 
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Als Resnltat kommt also schließlich 
c) Es sei 

Diese Funktion verschwindet für a? = 0, y = 0. Ebenso verschwindet 
auch der erste Differentialquotient 

BF 



während der zweite 



dy ^ ' 



^'^= -2«y'-«-4y«^y*-' 



dy' 
nicht verschwindet 

Zur Bestimmung von y dient die Gleichung * 

welche die Wurzeln 

^1 = + y^ und ya = - y^ 

hat y^ und y^ sind zwar für :r = nicht mehr analytisch , aber 
doch bis zu dieser Stelle hin. 



§ 2. Implicite Funktionen von mehreren Veränderlichen und Systeme 

von solchen Funktionen. 

1. Bestimmung einer impliciten Punktion Yon mehreren Ver- 
änderlichen. Der im vorigen Paragraphen genau durchgeführte Be- 
weis der Möglichkeit der Bestimmung einer impliciten Funktion einer 
einzigen Veränderlichen läßt sich leicht verallgemeinem^ und man 
gelangt zu dem folgenden Satz: 

Es sei F{x^j . . , ^n^y) ^^^^ analytische Funktion der Argumente 
y oTj . . . ar^ in der Umgebung der Stelle y = ar^ = ar^ . . . = ar^^ a= 0. Es 
sei außerdem 

(11^+0 für y^x.^O (1=1...«). 

Bann giebt es eine analytische Funktion 

y =z j [x^f . . . 3:„j, 
welche die Gleichung 

erfüllt und für 

Xy — ~ *o • • . -^ Xf^ —— \j 

den Wert Null annimmt 
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Der Beweis dieses Satzes wird durch Reduktion auf den Satz 
in § 1^ 4 geführt. Man setze nämlich 

Dann kann man für die Gleichung 

F(y,t)^F{y,a^t...ant) 
die Existenz der impliciten Funktion 

beweisen, welche für ^ = den Wert y = annimmt. 

Ersetzt man hinterher in dieser impliciten Funktion die Größen 



durch 



•b 1 ... •» « n ■ 



80 erhält man die analytische Funktion 

y = ^'(^i^ • • • ^n)> 
welche die Auflösung der gegebenen Gleichung 

F(y, Xj , . . . ar„) = 

ist. — 

Verschwindet dagegen für 

nicht nur der erste Differentialquotient 

dF 

sondern auch eine Eeihe höherer Differentialquotienten, etwa alle 
bis zum {n — l)ten, so kann man zwar auch (§ 1, 4) die Elristenz von 
analytischen Lösungen (impliciten Funktionen) 



nachweisen, doch brauchen diese Funktionen nicht mehr für 
ar j . . . = ar„ = analytisch zu sein. 

2. Beispiele. 

a) Die Gleichung 

F{x^,x^,y) = 1 — ey-8^*i-«^«t = 
hat die Lösung 

y = sinoTj + sin arg, 

welche y als analytische Funktion von x^ und x^ definiert 
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Es ist in der That auch 

(— ] = gy - sinxi - sinsB, «- J 

flji=0 
a:,=0 

also von Null verschieden. 

b) Die Gleichung 

sin (y — (sin x^ + sin x^'^ = 
hat die Lösung 

y = sin x^ + sin x^ , 

welche auch für ar^ = ar^ = analytisch ist, obwohl für ar^ = ar^ =y = 
nicht nur die Funktion F{x,y) selbst verschwindet, sondern auch der 
Differentialquotient 

— - = 2 (y — sin x^ — sin x^ cos (y — sin x^ — sin ar^)*. 

c) Die Gleichung 

^(^u ^2' y) = 1 - COS (y2 -. [x^ + arg)) = 
hat die folgenden beiden für ar^ = arg = verschwindenden Lösungen 



yi = + y^i + ^2 

und 

Hier ist 
-g^ = 2y.sin(y«-(a:i + arg)) = für ar^ = ar^ = y = 0. 

3. Systeme von impliciten Funktionen, die durch Systeme von 
analytischen Gleichungen gegeben sind. Lidern man den Satz über 
die Bestimmung einer impliciten Funktion von n Variabein mit Hilfe 
einer analytischen Gleichung verallgemeinert, gelangt man zu dem 
folgenden Satz: 

Gesetzt, es verschwinden die in der Umgebung der Stelle x^ = . . . ar 
=s yj . . . y ^ = analytischen Funktionen ihrer Argumente 

^iK---^«»yi---ym)» ^2(^i---^n»yi---yJ---^m(^i---^«>yi---yJ 

für diese Werte der Argumente, während an derselben Stelle die Funk" 
tionaldeterminante 



dFi 


dF^ 
dym 


dF„ 

. • • 


dF^ 



dyi dym 

nicht verschwindet, so werden die Großen y^'^^y^ durch die Gleichungen 



_ {-!)-* 



8» 

er. 
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dF^ 


dFi dF^ 

* ■• • ■ * " 




^Vi 


öy«_i ' öy« 


(- ir+i 


dF^ 


Ö2?», dF. 


"■ dF, 


dyx 


dytn—i ' öy« 


dym 






dF^ 


ö-P« dF^ 




^Vi 


dym-i ' öy« 



Die Funktionaldeterminante der m — 1 Gleichungen, in denen 
der berechnete "yVert von y^ substituiert ist, unterscheidet sich also 
von der Funktionaldeterminante der m Gleichungen nur um einen 
Faktor, der an der Stelle Null nicht verschwindet Sie verschwindet 
also nicht an der Stelle NuU, und man kann die Größen y^ . . • ym-i 
der Voraussetzung nach aus den m — 1 Gleichungen bestimmen^ und 
daher auch die Größe 

als Funktion von ar. . . . x„ , 

Durch das Schlußverfahren von m — 1 auf m ist also hiermit 
der ausgesprochene Satz bewiesen. 



§ 3. Reguläre Transformationen und ihre Umicehrungen. 

1. Definition der regulären Transformationen. Unter einer regu- 
lären Transformation wollen wir die folgende Operation ver- 
stehen. Gegeben sind die analytischen Funktionen 



deren Funktionaldeterminante 



^f^ ... ö/i 

d x^ d Xn 




^f' ... Sf' 

dxi' d Xn 





D{ODl'. . ,Xn) 



in der Umgebung eines Wertsystems von Null verschieden ist. Durch 
diese Gleichungen sollen an Stelle der Veränderlichen x^ , , . x^ die Ver^ 
änderlichen ^i' • • • ^„' eingeführt werden. 

Man kann sofort die folgende Eigenschaft der regulären Trans- 
formationen einsehen: Die Aufeinanderfolge von zwei regulären TranS" 
formationen ist wieder eine reguläre Transformation. 

Sind nämlich die beiden regulären Transformationen gegeben: 
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und 



X^ = f^ {x^ , . . Xn) (t = 1 • . . 7l) 

V~ ^fcK " • • • ^«'0 (Ä = 1 . . . ^), 
80 sind die Funktionen 

X^ ^ Jl yP\ y^x • • • ^n ) • • • (fn y^i • • • ^n )) 

wieder analytisch und die Funktionaldeterminante 



Z)(agt ...Xn) _ 



dfi d<pi 



+ 



dxn''dx^'''"' dxi' *öaj„" 



+ 



ö/i dip, 



dXn dXn' 



^fn dq)i dfn dq> 



dx^' dxi 



d fn dq)i 

dXn'* dx^"'"' dx^'' dXn" 



+ 



dfn dq)n 

dXr/'dXn'' 



dft 
dx^' 


3/1 
'■dx„' 




d<pi dq>n 
dx,''''dx^'' 


dfn 


dfn 

' ■ ■ dx,' 




d g>^ dq>n 



verschwindet nicht, weil sie das Produkt von zwei nicht verschwin- 
denden Determinanten ist 

Die Funktionen 

^i = fi {Vi (^i" • • • ^«0 • • • ^n (^i" • • • ^n")) 

erfüllen also die Bedingungen einer regulären Transformation, d. h. 
es gilt der ausgesprochene Satz. 

2. Die inyarse Transformation« Durch die Sätze in § 2 sind 
wir in den Stand gesetzt, die Formeln, welche eine reguläre Trans- 
formation definieren, 

X^ ^ / 1 ^-^1 • • • ^n } 



Xf^ — / n \p^\ • • ' •^n) 1 



umgekehrt nach den Variabein x^\ , . x^ aufzulösen; denn die Glei- 
chungen 

Jf [X^ , JTj . . . ^u ) ^ OTj <— ^j [X^ , , . OTq ) = U , 



Jf \Xf^, X^ * , , Xf^) — Xn —^ fn (X^ • • • ^n ) — ^ 

haben die Eigenschaft, daß die Funktionaldeterminante 



D(F^.,.Fn) _ 



D(x^\..x„') 
nicht verschwindet 



/__^ i\n -^yfi ' * * fn) 
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Wir können also die Gleichnngen auflösen und erhalten: 

x^ = / j (x^ . , , x^ 



Diese Formeln definieren, wie wir sehen werden, eine reguläre 
Transformation der Variabein x'...xj in die a?, . . . ar , welche wir 

in In' i 

die zur gegebenen Transformation inverse Transformation nennen 
wollen. 

Wir müssen nun die Funktionaldeterminante dieser Transfor- 
mation berechnen, was leicht gelingt mit Hilfe des bekannten 
Satzes, daß die Funktionaldeterminante von zwei aufeinander folgen- 
den Transformationen gleich dem Produkt der Funktionaldetermi- 
nanten der einzelnen Transformationen ist. 

Die zusammengesetzte Transformation 

läßt sich nämlich einfacher so schreiben: 

a,*j — ÄTj . . . ar^ — ar^ 

und hat daher die Funktionaldeterminante 1. 
Demnach ist 

D(a^'...a;„')'Z)(a^"...a;/0 ' 

also sehen wir: 

Die Funktionaldeterminante der zu der gegebenen Transformation 
inversen Transformation ist gleich dem reciproken Werte der Funktional' 
determinante der ersten Transformation^ d. h, sie ist ebenfalls von NuU 
verschieden. 

Die inverse Transformation ist also in der That ebenfalls regulär. 

3. Die Dimension eines analytischen Gebildes. Sind die Yariabeln 
Xy...x^ einer Anzahl von analytischen Bedingungsgleichungen unter- 
worfen, etwa von der Form 

welche die Eigenschaft haben, daß nicht alle m-reihigen Funktional- 
determinanten 

dti dtm 

dcpi dcpi 

dti dtm 
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^^rschwinden, so wollen wir sagen: Die Gleichungen definieren ein 
m-dimensionales analytisches Gebilde im Räume {RJ^i^^ . . . ar^. 
Z. B. definieren die Gleichungen 



x^ = cos /j cos ^2 , 
x^ s= cos f j sin ^2 9 



x^ =s sm ^ 



ein zweidimensionales Gebilde, weil die drei Funktionaldeterminanten 

— sin t^ cost^, — cos ^ sin t^ 

— sint^ sinfgj 



— sin^j smt^, 



cos iy cos ^2 



cos fj cos ^2 



= — sin t^ cos t^ , 



cos t^ 
cos ^ 



a 





2, 



= — COS^t^ COS fj , 



= — cos^ ^ sin t^ 



— sm ^ cosfg, — cos ^ sm t^ 

alle drei von Null verschieden sind. 

Ein solches m-dimensionales Gebilde kann man nun noch in 

anderer Weise darstellen. Man kann nämlich, wenn etwa die Funk- 

tionaldeterminante 

df, . dA 



dt^ 



dt 



m 



dU df„ 

— — — . • • ,, 

dti dtn 

nicht verschwindet, aus den Gleichungen 

^m^ fm\h • • • y 

noch die Variabein t. als Funktionen der Variabein ^i . . . ^^ be- 

stiminen und nun die übrig bleibenden Variabein x^+i • • • ^„ als 

Funktionen der Grössen x, , . , x^ darstellen, — In unserem Bei- 

spiel könnten wir folgendermaßen verfahren: 

Es ist 

OTj^ + ^2^ =5 cos^^i, 



x^ = sin /!^ = yi — x^^ — x^^ . 

4. Änderung eines m-dimensionalen Gebildes bei einer regulären 
Transformation des R^, Wir können nun leicht den folgenden Satz 
beweisen: 
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Bei einer regulären Transformation bleibt die Dimension eines ana^ 
fytischen Gebildes ungeändert 

Um diesen Satz zu beweisen, denken wir uns das m-dimen- 
sionale analytische Gebilde in folgender Weise dargestellt: 

eine Annahme, die wir bei geeigneter Wahl der Bezeichnung der 
Koordinaten x, . . . x„ immer machen dürfen. 
Bevor wir nun die reguläre Transformation 

^1 ~ A v^i • • • ^n ) 



ausführen, wollen wir an Stelle von x^.^...x„ die Variabein 



substituieren. Dies geht, weil die Funktionaldeterminante 

den Wert 1 hat, also von Null verschieden ist 

Die Transformationsformeln, welche entstehen, wenn man in 
den Mheren Formeln die i . , . . . x^ an Stelle der ar„ . , . . . x„ ein- 
fuhrt, wollen wir in folgender Weise bezeichnen: 

X^ = / 1 (^1 • • • ^n ) 



^to~"/to(^1 ""^n) 



und ihre ümkehrung so: 



Sie stellen wieder eine reguläre Transformation dar. 

Bei der Transformation verwandelt sich dann das gegebene 
analytische Gebilde in das durch die folgenden Gleichungen dar- 
gestellte : 
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< = /I'(^i---^n»^0...0). 

Dieses Gebilde ist nun wieder m-dimensional; denn wenn alle 
m-reihigen Funktionaldeterminanten der x^\..a:^, gebildet nach den 
X. ...X. verschwinden würden, so würde auch die Determinante 

Dix,'..,xJ) 

n 



verschwinden, weil sie sich als eine Summe von zweigliedrigen Pro- 
dukten darstellen läßt, von denen ein jedes als Faktor eine der ge- 
nannten Tn-reihigen Determinanten enthält Diese Determinante kann 
aber nicht verschwinden, weil die Transformation regulär ist 

Hieraus folgt also der oben ausgesprochene Satz, daß die Dimen- 
sion eines Gebildes ungeändert bleibt 

Selbstverständlich gilt der Satz nur im iRegularitätsgebiet einer 
Transformation; er gilt nicht mehr notwendig für solche Wert- 
systeme x^.,, x^y für welche die Funktionaldeterminante 

B (a?i' . . . »„') 
D (a^ ... »„) 
verschwindet 

§ 4. DifTerentialgleichungen und ihre Lösungen. 

1. Gewöhnliche BifTerentialgleichungen und ihre Lösungen. Unter 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung wter Ordnung ver- 
steht man eine analytische Gleichung von der Form 

also eine vorgeschriebene Eelation zwischen der unabhängigen Varia- 
bein Xy einer zu bestimmenden abhängigen Variabein y und ihren 
n ersten Dififerentialquotienten. Der Name „gewöhnliche Differential- 
gleichung*' besagt, daß sie nur gewöhnliche Differentialquotienten 
enthält 

Wir verlangen femer von der Differentialgleichung, daß sie den 
Differentialquotienten 

wirklich enthält 

Das Integrationsproblem besteht nun darin, die Lösungen 
anzugeben, d. h. die analytische Funktion 

LiKBMAim, DifferentJaJgleicilimgen. ^ 
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80 zu bestiinmen, daß sie mit ihrem Differentialquotienten znsammen 
die Gleichung 

erfüllt 

Von diesen Lösungen giebt es nun wieder verschiedene Arten: 
Entweder kann nämlich f{x) eine ganz bestimmte Funktion sein, 
oder es kann die Funktion f{x) noch eine Konstante enthalten, 
welche beliebig ist Die Funktion y ist dann von der Form 

y = fix, c) 

und es stellt dann diese Punktion eine Lösung dar, unabhängig 
davon, welchen Wert man der Konstanten c erteilt Die Konstante c 
nennt man dann eine Integrationskonstante. 
Beispiel. Die Gleichung 

hat unter anderen die Lösung 

aber auch die Lösung 

y c=s ex. 

c kann hier beliebig genommen werden, ist also eine Integrations- 
konstante. 

Das Endziel des Integrationsproblems ist, alle möglichen Losungen 
zu hesümmen, womöglich in der Form 

2/ = f{x,c^,c^.,.), 

wobei die Großen c^, c^ ,., willkürliche Integrationskonstanten muL 
Z. B. lautet für die Gleichung 

die allgemeinste Lösung 

y = Cj ar**"^ + Cg x^~^ . . . + c„_i X + c». 

Die Möglichkeit der Integration werden wir in § 7 und 8 
beweisen und in den späteren Kapiteln Mittel zur Integration 
angeben. 

2. Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung. An die gewöhnlichen Differentialgleichungen mit einer ab- 
hängigen Variabein schließen sich als Verallgemeinerung die Systeme 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung mit meh- 
reren zu bestimmenden abhängigen Veränderlichen, d. h. Glei- 
chungen von der Form 
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Auf diese Form lassen sich auch. die gewöhnlichen Differential- 
gleichungen höherer Ordnung mit einer einzigen abhängigen Ver- 
änderlichen bringen durch eine sehr einfache Substitution. 

Setzt man nämlich 

y^" dx' ^2 - da; '"^"-^"" dx ' 
so verwandelt sich die Differentialgleichung 

in das System 



^(^.y,yi.--yn-i,^j^) = 0, 






^»-1 - dir- = ^' 

welches zwar mehr als eine abhängige Veränderliche enthält, aber 
nur lauter erste Differentialquotienten. 

Bei solchen Systemen ergiebt sich das folgende Integrations- 
problem : die abhängigen Veränderlichen yj • • • y„ ols Funktionen von x 
{und von Integrationskonstanten) so zu bestimmen, daß die Punktionen 
zusammen mit ihren ersten Differentialquotienten das vorgeschriebene 
System von Differenüalgleichungen erfüllen. 

3. Aufjg^elöste Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung und homogene lineare partielle Differentialgleichungen. 
Von besonders einfacher Form sind die nach den Differentialquo- 
tienten aufgelösten Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen, 
d. h. die Systeme von der Gestalt: 

(1) 

^=/'n(yi---yn»^)- 

9* 
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Diese Systeme lassen sich auch ersetzen durch partielle Diffe- 
rentialgleichungen von besonders einfacher Form. 

Es giebt nämlich, wie wir in § 9, 2 sehen werden, ein System 
von Lösungen 



welche man nach den Eonstanten c. auflösen kann. Diese Auf- 
lösungen seien: 

Eine solche Funktion ifj muß dann die Bedingung erfüllen 

djp ^^djf^dyi . dyf dyn . dtp 
dx dyi dx '" öy„ dx dx 

d. h. eine Gleichung, welche in den nach ^i . . .y„ und x genommenen 
Differentialquotienten der Funktion ip linear und homogen ist und' 
daher eine homogene lineare partielle Differentialgleichung 
genannt wird. (Man nennt die Funktion xfj eine Lösung der Diffe- 
rentialgleichung.) 

Wir wollen eine solche Gleichung einfach mit 

bezeichnen. ^ 

Kennt man andererseits von einer solchen partiellen Differen- 
tialgleichung n Lösungen 

'V^i(yi---yn'^) = ^i 



welche sich nach den Yariabeln y auflösen lassen, so müssen die 
durch Auflösung gefundenen Funktionen wieder das gegebene System 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen erfüllen. Aus den n Paaren 
von Gleichungen 

dyi '^ dy„ '« dx 



dtpi_ dyi dipi dyn , 6% _ ^ 

dy^ dx dyn dx dx 



2 = 1 , • . 71 



folgt nämlich 

und da die Determinante 
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-D (yi . . . y„) 
nicht verschwindet (§ 2, 3), so muß 

sein. Hieraus folgt also: 

Die beiden Probleme: Losung der Differentialgleichung 

|J/i(yi---y„.*)--- + |J/'„(yi---y„.*) + ll = 

und Bestimmung der Losungen des Systems von gewöhnlichen DifferentiaU 
gleichungen erster Ordnung (1) stehen in reciprokem Zusammenhang. 

Aus der Form der hier zuerst genannten linearen homogenen 
partiellen DiflFerentialgleichung erster Ordnung folgt femer: 

Ist i//j eine Lösung und ip^ ebenfalls, so ist auch ;^ (i/^j , 1/^2) ^^^ 
Lösung; denn es ist 

4. Partielle Differentialgleichungen und Systeme von solchen 
Gleichungen. Die in Nr. 3 erwähnte Form ist nur eine ganz spe- 
zielle Form einer partiellen Differentialgleichung. Die allgemeinste 
Form würde folgende sein: 

und es ergieht sich dann das Problem: Vorgeschrieben ist eine 
Gleichung zwischen den unabhängigen Veränderlichen x^... x^, der 
abhängigen Veränderlichen t// und ihren partiellen Differential- 
quotienten bis zur wten Ordnung mitgerechnet (d. h. die Glei- 
chung soll mindestens einen Differentialquotienten von »iter Ordnung, 
aber keinen von höherer Ordnung enthalten). Es soll eine Funktion 
bestimmt werden, welche diese partielle Differentialgleichung 
mter Ordnung erfüllt 

Analog, wie wir Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen 
kennen gelernt haben, kann man natürlich auch Systeme von par- 
tiellen Differentialgleichungen aufstellen, welche mehrere unabhängige 
Veränderliche und mehrere abhängige Veränderliche mit ihren Difie- 
rentialquotienten enthalten. Ordnung eines solchen Systems nennt 
man dann die Ordnung des höchsten in den Gleichungen des Systems 
vorkommenden Differentialquotienten irgend einer zu bestimmenden 
Variabein. 
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' . — 

§ 5. Die Integration von vollständigen DilTerentialen. 

1. Das vollständige Differential einer Funktion. Gegeben sei 
eine analytische Funktion 

der n unabhängigen Variabehi Xj . . . x^. Wir wollen die ersten pä^ 
tiellen Differentialquotienten der Funktion f in folgender Weise be- 
zeichnen : 

= -A IX^ ... X ) • 

Xn ^^ ^ ^ 

Die Funktionen Xj genügen dann den folgenden Differentialgleichungen 

ö ojjfc d Xi 
Wir wollen femer den Ausdruck 

X^ dx^ ... + ^n^^n 

nennen „das vollständige Differential der Funktion fip^i'"^^- 
Dieser Name hat die folgende Bedeutung: Werden die Örössen 
x^...x^j die als Argumente der Funktion f angenommen sind,, selbst 
wieder als Funktionen einer einzigen Veränderlichen t betrachtet, so 
dient der hingeschriebene Ausdruck direkt zur Darstellung der voll- 
ständigen Difierentialquotienten der Funktion f nach der Variabein 
t\ denn es ist 

df Y ^^ i Y ^^i i y dyn 

2. Integration eines vollständigen Differentiales durch aufein- 
anderfolgende Cluadraturen. Ist der Ausdruck 

Xy^dx^,,, '\' X^ dx^ 

das vollständige Differential der Funktion /"(a-j . . • arj, so erfüllen die 
Funktionen X^ die Bedingungen 

d Xi d Xjc 
d Xjc d Xi 

Man kann sich nun aber auch die Frage stellen: Wann ist der 
Ausdruck 

X. dx, , , , + X dx 

11 ' n n 

das vollständige Differential einer Funktion ? Wie bestimmt man ferner^ 
wenn dies der Fall ist, die Funktion? 






itndiges Differeotial, denn es ist 

a + jj'+y')* 






dY 



^.-'- 



. leo FnoktioDen sind für 2 = 0, y >> regulär, und man 
,,iher nach dem angegebenen Verfahren eine Funktion kon- 
■n, welche tür a; — 0, y = den Wert Null annimmt Wir 






.)ä. 


.= Vl+x< 


+ )'' 




y 


i +' 




VI + «• + y' 


u,- 


flTf- 


1 



/■= tt, + «, = yi + X* + y* - a:y - 1 . 

Satte man das Verfahren in umgekehrter Reihenfolge ; 
rt, 80 wäre gekoi 
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d 
d 



Xj j \ d Xj d Xj d Xm ^' ^ I • 



vereinfachen. Wir brauchen nämlich in der Summe, die # 
Integralzeichen steht, nur diejenigen Funktionen tij^ zu. W 
tigen, für welche k kleiner ist als J + 1. Die Differential^ 
welche außerdem noch in der Summe auftreten, verschwfe* 
Auf diese Weise erhalten wir -* 



> a? . j \ d Xj d Xj d x^ ^' * I * 






11 öa;^. dXjdx„[^^^^) dxjdx^ 



o. 



oder, da 



m 



*i 



«'i = N^i-^"*W-'* 



ako 



«i 



d^uj ex. ö« 4^1 



ist 



d X. d x„ dxrn d X. d x^ ^' * ^ 
j •' 1 



Ire 

a 
m 

Aus dieser Eigenschaft der Funktionen u folgt s 
keit die Berechnung der Differentialquotienten toi 
Es ist nämlich dann 

QXm ^ dXm ^^ dXm ^^ 6 QlL, 

1 1 1^ 

] 1 ■ . 



§ 6. Die Integration von vollständigen Differentialen. 25 

Die konstruierte Funktion f ist also eine in der Umgebung der 
Stelle X. = a. reguläre analytische Funktion^ welche die vorgeschriebenen 
Differentialquotienten hat 

3. Eindeutige Bestimmimg der Funktion f. Wegen des unsym- 
metrischen Verfahrens, das zur Konstruktion der Funktion f benutzt 
wurde, könnte es zweifelhaft erscheinen, ob die konstruierte Funktion 
eindeutig bestimmt ist, und ob nicht etwa ein anderes Verfahren, 
bei dem die Variabein x^ in anderer Reihenfolge auftreten, auf 
eine ganz andere Funktion geführt hätte. 

Diesem Einwand ist leicht zu erwidern: Da nämlich an der 
Stelle x^ = a^ die verschiedenen Funktionen den Wert annehmen, 
und da an dieser Stelle infolge des angegebenen Verfahrens nicht 
nur die ersten, sondern alle folgenden Dififerentialquotienten einen 
ganz bestimmten Wert haben, so ist die Funktion im ganzen Segu- 
laritätsgebiet vollkommen»eindeutig bestimmt. 

4. Beispiele. 1. Der Ausdruck 

Xdx + Ydy = { ^ _._,^ — y\ dx + (-—=J= — x\ dy 

ist ein vollständiges Differential, denn es ist 

d X — xy - 

^y (1 + a;» + y^^ 

und ebenso 

d Y _ - xy __ j 

Die beiden Funktionen sind für x = 0, y = regulär, und man 
kann daher nach dem angegebenen Verfahren eine Funktion kon- 
struieren, welche für ar = 0, y = den Wert Null annimmt. Wir 
erhalten 






yr 





y 



u s= 1 1 ^- X ^ jL. X -^ ^ I dy 

* J\)/\^x^ + y^ ]/l + a;« + y^ l/lT^; ^ ' 







d. h. ^2 = 1/1+ y2 _ 1 



und /*= Mj + Mg = yi + a:^ + y2 — ary — 1 . 

Hätte man das Verfahren in umgekehrter Heihenfolge aus- 
geführt, so wäre gekommen 
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y 





X 



i / HC OS X \ 

ü — I (- —y , + y + -j==]dx 

, 

= yr+x^ - 1 

und fz=zv^+v^ = yi + ar^ + y2 — a'y — 1 . 

Das Eesultat ist also wieder dasselbe^ entsprechend dem all- 
gemeinen Satz, 

2. Der Ausdruck 

7/dx — xdt/ 

ist kein vollständiges Dififerential, denn es ist 

|f= + l und ^^=-1. 

oy o X 

Hier würde man erhalten 

X 

u^^Jydx=^xy, 



y 
u^ =^J{-^x — x)dt/ = — 2xt/j 



also M^ + Mg = — xy. 

Dagegen liefert das andere Verfahren folgendes Resultat: 

y 



X 

^2 =/(y +y)^^= +2a:y, 



also ^1+^2^ ^V'i 

d. h. einen Wert, der von dem vorigen ganz verschieden ist 

§ 6. Der Caicul des limites. 

1. Die Angabe des Caicul des limites. Die Methode des Caicul 
des limites, welche später beim Beweis der Existenz von Lösungen 
von Differentialgleichungen gebraucht wird, beruht auf folgendem 
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Gedankengang: Man kann die Konvergenz einer. Eeiheneiitwickelung 
beweisen y indem man zeigt, daß ihre Koeffizienten dem absoluten 
Betrage nach kleiner sind als die Koeffizienten einer anderen Reihen- 
«ntwickelung, welche konvergiert. 

Diese Methode ist in der Theorie^ der Differentialgleichungen 
deswegen von besonderer Bedeutung, weil es gelingt, die Lösung 
«iner gegebenen Differentialgleichung in eine Reihe zu entwickeln, 
deren Koeffizienten kleiner sind, als die für die Reihenentwickelung 
einer bestimmten unmittelbar angebbaren Lösung einer gewissen 
einfacheren Differentialgleichung, welche sich aus der gegebenen ab- 
leiten läßt. 

2. Der Fundamentalsatz. Der Satz, welcher die Grundlage des 
Calcul des limites bildet, lautet so: 

JFenn die in der Umgebung von ar = reguläre analytische Funktion 

für I ar I < a den Wert M nicht übersteigt, so besteht die Relation 

dffix) 



dJ" 



cl" F 

< 



X=:0 



d^x^Q 



WO die Funktion F die Bedeutung hat 

M 



F = 



1-^ 
a 



Der Beweis wird geführt mit Hilfe der Formel: 

a 

in der das Integral über die Peripherie eines Kreises vom Radius a 
zu erstrecken ist, der in der Ebene der komplexen x um den Null- 
punkt als Mittelpunkt konstruiert ist 

Dieses Integral ist dem absoluten Betrage nach kleiner als 

Mk! 
Andererseits ist 

ar 

und hieraus folgt der aufgestellte Satz. 

3. Verallgemeinerung auf Eunktionenvon mehreren Veränderlichen. 
Der Satz läßt sich leicht verallgemeinem zu dem folgenden Satz: 

^ BuRKHABDT, AiialTtische Funktionen, § 46. 
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Es sei f{x,y^ . . . y^ eine analytische Funktion 
xyj...y^, welche die Bedingung 

erfüllt, so lange 

\x\ <i a und \g.\ < ^. 
Dann ist 



Kl 

fi7o6tf2 unter F die Funktion 



/ö jr*+*i •••+** (aj 



^(*>yi--yJ = 



(-T)('-t)-(- 

Ztt verstehen ist 

Der Beweis wird ganz ähnlich wie in 2 gefU 
Hilfe einer Formel, welche den Differentialquotiente^ 
Yon mehreren VeränderUchen durch ein bestimmt 
drückt Die Formel lautet: 

0/*+*»* • +*-.(», y,...yj^ 



ö 05* ö yi** . . . ö y*"» 



t/ kl/ , . .k^! r dx r dyi i 



und es sind die Integrale zu erstrecken über 
Kreise mit den Radien ■ x = a und ' v- 1 = &• 
Aus der Formel folgt, daß der absolute 
linken Seite stehenden Difi'erentialquotienten l 

A- . Äj . ... Itp, . -mm- 

Andererseits ist 

dJ'dyi^.,.dyK y,^y^...y^^o 

Aus diesen beiden Beziehungen folgt aber der 

4. Anwendung einer anderen Vergl< 
Existenzbeweis der Lösungen von partiell^ 
werden wir von einer anderen, einfacher« 
brauch machen. 
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Wenn die Funktion 

für 

x.\ <C a 
die Bedingung 

\f\<^ 
erfüllt, 80 wollen wir als Vergleichungsfunktion 

M 



* = 



3/1 "r 3/j ... -p Ä^ii 



nehmen. Es ist dann 

n /sci = äCB. .. = 

während für die ftlihere Funktion 

M 



y 



F = 



('-f)('-^)-('-f) . 

der betreffende Differentialquotient den kleineren Wert 

hat 

Hieraus folgt, daß die Funktion die Ungleichheiten, welche 
zwischen den Differentialquotienten von F und denen von f bestehen, 
a fortiori erfüllt. 

5. Folgerung für Eeihenvergleichungen. Hieraus ergeben sich 
nun wichtige Folgerungen für die Vergleichung von zwei Eeihen, 
welche beide nach demselben Gesetz fortschreitende Koeffizienten 
haben, die selbst ganze Funktionen der Differentialquotienten von /) 
resp. von der Vergleichungsfunktion sind, und positive ganze Zahlen 
als Faktoren dieser Differentialquotienten haben: 

Konstruiert man aus der Vergleichsfunktion einen solchen Koef- 
fizienten, so erhält man eine positive Zahl, welche größer ist als der 
absolute Betrag des Koeffizienten, der mit Hilfe der Funktion f 
selbst konstruiert wird. 

Hieraus folgt: Konvergiert die erste — mit Hilfe der Vergleichungs- 
funktion konstruierte — Reihe, so konvergiert auch die zweite, mit Hilfe 
der Funktion f selbst konstruierte Reihe, 
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§ 7. Die Existenz der Lösungen von gewöhnlichen DifTerential- 
gleichungen erster Ordnung und von Systemen solcher Gleichungen. 

1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung in auf» 
gelöster Form. Gegeben sei eine gewöhnliche Differentialgleichung 
erster Ordnung 

wo f{x,7/) eine in der Umgebung der Stelle x = x^, j/ = i/q analy- 
tische Funktion ihrer beiden Argumente ist, die für \x — Xq\ <C a, 
I y — y^ I = Ä dem absoluten Betrage nach kleiner als M ist. 

Wir können übrigens ar^ = und j/q = setzen, indem wir eine 
geeignete Substitution vornehmen. 

Unter diesen Voraussetzungen giebt es, wie wir beweisen wollen 
eine analytische Funktion 

welche die Differentialgleichung erfüllt und für x = den Wert 
y =5 annimmt. 

Wir werden beim Beweise dieses Satzes die Methoden des Calcul 
des limites anwenden. 

2. Die Hilfsgleichung und ihre Integration. Wir ersetzen näm- 
lich die zu integrierende Gleichung durch die folgende Gleichung: 



(' - t) (■ - i) 



Diese Gleichung kann man sofort integrieren. 
Es folgt nämlich aus der Gleichung: 



d. h. 



oder 



V b j dx fi_^V 

,_^=_^.log(l-^) 



, = ,(l_|/l + ^log(l-^ 



Die Lösung dieser Hilfsgleichung ist eine analytische l!\inktion 
von X, welche regulär ist in dem Gebiet 



X 



wo 



ist. 



p = a vi — e 
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3. Eeihenentwickelung für die Lösung und Konvergenzgebißt 
derselben. Wenn wir direkt eine Eeihenentwickelung für die Lösung 
der gegebenen Differentialgleichung aufstellen wollen, so können wir 
dies leisten, indem wir die aufeinander folgenden Differentialquotienten 
an der Stelle Null berechnen und dieselben in die MACLAUEiN'sche 
Entwickelung einsetzen. 

Diese Differentialquotienten werden berechnet mit Hilfe der 
ßekursionsformeln 



^o"-(axj«=o+(aJ»=o^»' 



y=0 «=0 

u. s. £ 
Genau so hätte man die Keihentwickelung der Lösung von 

herstellen können mit denselben Eekursionsformeln und wäre dann 
zu der oben direkt berechneten Lösung ^ gelangt. 
Da nun aber 






«=0 \ dx*di/^ /aj=0 
y=0 y=0 



ist (§ 6, 3), so folgt (§ 6, 5), daß die Grössen t/q, y^' u. s. f. dem ab- 
soluten Betrage nach jedenfalls nicht größer sind als die entsprechen- 
den Differentialquotienten von iy. 

Die gefundene Eeihenentwickelung konvergiert also jedenfalls 
mindestens in demselben Gebiete, wie die Eeihenentwickelung für iy, 
sie stellt aber außerdem eine Lösung der Differentialgleichung dar, 
dafurar = 0,y=sO die beiden Funktionen 

^ und f{x,y) 

mit allen ihren Differentialquotienten übereinstimmen. 
Hiermit ist also der folgende Satz bewiesen: 
Wenn die rechte Seite der Differentialgleichung 

eine für x = Xq und y = y^ reguläre analytische Funktion ist und re^ 
gulär bleibt, so lange 

\x — XQ\<a und |y— yol<^> 

wenn außerdem in diesem Gebiete die Funktion f ihrem absoluten Be' 
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fro^e nach kleiner als M ist, dann giebt es eine und nur eine für 
X =s Xq analytische Funktion 

welche die Differentialgleichung erfüllt und für x = x^ den Wert y = yo 
annimmt Der Radius des Konvergenzkreises für die Entwickelung 
dieser Funktion ist jedenfalls nicht kleiner als die Große 

I 1 " 2Ma\ 

4. Ezistenzbewels für die Systeme von gewöhnlichen Differen- 
tialgleichnngen erster Ordnung. Für Systeme von gewöhnlichen 
Differentialgleichungen erhält man den folgenden Satz: 

Es seien in den m Differentialgleichungen: 



die f. reguläre analytische Funktionen ihrer Argumente , so lange 
a: — a I < a und | y^ — ^^ [ < ß ist Es sei außer derh M der größte 
Wert, den der absolute Detrag irgend einer dieser Funktionen im Regu' 
lariiätsgebiet erreicht. Dann giebt es ein bestimmtes System von ana^ 
lytischen Funktionen 

welche die Differentialgleichungen erfüllen, und deren Konvergenzkreise 
Radien haben, welche jedenfalls nicht kleiner sind als 

Der Beweis wird ganz analog geführt wie der frühere. Wir 
nehmen an, es sei a = ^^ . . . Z»^ = 0, und dann ersetzen wir die Diffe- 
rentialgleichungen durch das folgende einfachere System: 

drii M 



dx 



('-v)(-f )■■■('- 1) 

Nach § 6, 3 ist dann 



= i^(ar,^l...^J. 



df,^+^^'"+K(x,y,.,.y^) 



dx^dy^^" dy 



m 
«Fl 






Daher konvergieren die Eeihenentwickelungen, die wir für die y. durch 
Berechnung der Differentialquotienten und Aufstellung der Maclau- 
Em'schen Reihe erhalten, jedenfalls in demselben Gebiete, wie die 
für die Funktionen rj. (§ 6, 5). 
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Die Gleichungen für die rj. lassen sich aber leicht integrieren, 
denn die rj^ sind alle unter einander identisch, da für ar = 0, fji^ 
alle ihre Differentialquotienten übereinstimmen. 

Wir haben also einfach die Gleichung 



zu integrieren und erhalten 

TO+l 






Diese Reihe konvergiert jedenfalls für 

Damit ist aber der oben ausgesprochene Satz bewiesen. 
5. Beispiele. 

1. Es sei gegeben die Differentialgleichung 

y — ary = 0. 
Die Funktion 

f{x,y) = xy 

ist regulär für ar = 0, y = 0. Es muß daher eine analytische Lösung 

geben, die für x = den Wert y = annimmt. 

Wir kommen in der That zur Berechnung einer Reihenent- 

wickelung 

y =^a^x + a^x^ + a^x^ + ..., 

welche die Differentialgleichung erfüllt, die Rekursionsformeln 

(71+ l)a„+i — a„_i = 0. 
Hieraus folgt 

«2 = «4 • • • = Sn = 0, 

femer, da a^ = ist, 

Oj = «3 . . . = fl2n+l = . 

Also bekommen wir als gesuchte Lösung einfach 

Die erhaltene Funktion ist in der That regulär, entsprechend den 
allgemeinen Sätzen. 

2. Die Differentialgleichung 

,_ y(l -x)^x 

y ^ X- — 

Die Funktion f[x^y) = ^ - ^) - ^ ist für ar = 0, y = nicht regulär. 

X 
LiKBMAWK, Differenüalgleichimgen. ^ 
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Wir wollen nun sehen, was für eine Keihenentwickelung man 
erhält, wenn man die Koeffizienten berechnet und verlangt, daß die 
Funktion für ar = verschwindet. 

Wir setzen also 

y = «1 ar + flg a:^ + • • • 

und erhalten die Formeln: 

«1 = 1, 
a„«i (71 — 1) — a„ + fln-i = (n > 1) , 

aus denen folgt: 
d. L es ergiebt sich 

y =^ X + 2\x^ + V.x^+ ... + 7i!:r« + ... . 

Diese ßeihenentwickelung hat gar keine Bedeutung, weil sie diver- 
giert. Wir durften aber auch gar keine konvergierende Entwickelung 
erwarten, da die Voraussetzung, daß f{xtj/) regulär ist, nicht er- 
füllt ist. 

3. Die Funktion 

ist für X = 0, y = nicht regulär. Wenn man nun die Differential- 
gleichung 

ZU integrieren sucht durch eine Potenzreihe 

so bekommt man die Eekursionsformeln 

a^ — öj^ = , 
2 «2 - «2 = , 



w ö — a = , 

Man erhält also die Lösung 

y = ax , 

Diese Lösung ist regulär, obwohl die Funktion f{x,y) = — im Punkte 

a: == y = nicht regulär i&t. Dagegen ist die erhaltene Lösung nicht 
vollkommen bestimmt; die Konstante a kann ganz beliebig gewählt 
werden. 
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§ 8. Weitere Ergänzungen und Folgerungen aus den Existenz- 
beweisen. 

1. Differentialgleichungen erster Ordnung in impliciter Eorm. 
Die Sätze über implicite Funktionen gestatten es, das Existenztheorem 
auf den Fall zu erweitern, wo die Gleichung nicht in aufgelöster 
Form gegeben ist, sondern der Differentialquotient implicite bestimmt 
ist, etwa durch die Gleichung 

Ist cp (:r,y,y') eine analytische Funktion, welche für x = ar^, y = j/Q, 
y = y^ verschwindet, und ist außerdem für diese Werte der Argu- 
mente der Differentialquotient nach xf von Null verschieden, so kann 
man nach y auflösen (§ 2, 1) und erhält 

wo die Funktion f{x -^ x^^y ^y^ analytisch ist Auf diese Diffe- 
rentialgleichung kann man dann das frühere Existenztheorem an- 
-wenden. 

Wir haben also den Satz: 

Ist tp {xyy') eine in der Umgehung der Stelle ar = a, y = ^, y'= ;/, 
an der die Funktion verschwindet, eine reguläre analytische Funktion der 

Argumente x,y,y\ während ^-, von Null verschieden ist, so giebt es eine 

" y 

ganz bestimmte arudytische Funktion 

welche die DiffereTitialgleichnng erfüllt und für welche 

'dy' 



(; 



= r 



^dXJy^ß 
« x^a 

ist. 

Verschwindet aber der erste Differentialquotient ^, an der 

betreffenden Stelle, so kann man (§ 2, 1) wenigstens in der Nähe der 
Stelle aßy Wertsysteme cc^ßiYi nachweisen, in deren Umgebung 
man die analytische Gleichung (p{xyy) == auflösen kann, und in 
deren Umgebung sich also der Existenzbeweis durchführen läßt. 

2. Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung in im- 
pliciter Perm. Ganz analog läßt sich das Existenztheorem für 
Systeme von aufgelösten Differentialgleichungen erster Ordnung auf 
den Fall erweitem, wo die Differentialquotienten der zu bestimmen- 
den Funktionen implicite gegeben sind. Der betreffende Satz. lajiteU 
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^ f 



Sind die Funkäonen 

yi(^,yi---y«5yi'---yj 



m der Umgebung eines bestimmten Wertsystems x=^q 
regulär und verschwinden sie für diese Argumente, t 
tionaldeterminante 

^yi ^ ^ ^ ^yi 

nicht verschwindet, so giebt es ein bestimmtes System 
Funktionen 

!/i = ßi + fi{^-^)» 

welche die Differentialgleichungen ^^ = 0^ 2 = 1 . . . m 
für X =^ a auf die Werte 

reduzieren. Die Differentialquotienten dieser Funkt 
X ^ a die Werte y/ = y. an. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich einfach 
den gemachten Voraussetzungen die Gleichungen 
den Differentialquotienten auflösen lassen (§ 2, 8) 
§ 7, 4 bewiesene Existenztheorem sich anwenden 

3. Die Frage nach dem analytischen Verh? 
Die bisherigen Existenzbeweise lehrten folgend 
Voraussetzungen gab es eine für die betreffende 
lytische Funktion, welche eine Lösung darste 
nun aber die Frage: Giebt es nicht vielleicht b 
noch andere, welche in dem betreffenden Pi 
zu sein, obwohl die Funktion, welche den Diff 
stellt, regulär ist? Daß diese Frage wichtig 
gende Beispiel. 

Beispiel: Die Differentialgleichung 

3 y 



y = 



hat die Lösung 



2 X 



y = cx\ 



Für a: = ist y analytisch dann, wenn c = 
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eine analytische Funktion. Anßer dieser analytischen Lösung giebt 
es aber noch andere, z. B. 



welche auch für ar = den Wert y = annehmen ^ aber für ar = 
nicht mehr analytisch sind. 

In diesem Beispiel ist die Funktion 

für a: = y = nicht mehr analytisch. 

Man könnte aber fragen: Kann ein solcher Fall, nämlich daß 
außer der analytischen Losung noch andere existieren, die zwar bis in 
beliebige Nähe von dem betrachteten Punkt analytisch sind, aber im 
Punkte selbst aufhören, analytisch zu sein, nicht auch dann eintreten, 
fvenn f{x,y) in dem betrachteten Punkte analytisch ist? Der Beweis 
in § 7, 3 schließt jedenfalls diese Möglichkeit nicht aus, denn er 
beruht auf der Annahme, daß die Lösung in dem betreffenden Punkte 
analytisch ist 

4. Erledigung des Problems durch eine Transformation. Man 
kann aber die Frage leicht entscheiden, indem man die Differential- 
gleichung transformiert. 

Es sei also gegeben die Differentialgleichung 

dy 



dx 



^f{^^y)^ 



^o die Funktion f{x,y) analytisch ist für x = x^, y^y^* Die 
Lösimg, welche für x ^ x^ analytisch ist und den Wert y — yQ an- 
iiimmt, und deren Existenz in § 7, 3 bewiesen ist, wollen wir be- 
zeichnen mit '^{x,XQ,y^ 

Jetzt machen wir die Substitution 

I^tirch diese Substitution verwandelt sich die gegebene Differential- 
gleichung in 

dx ^ ' 
denn die Gleichung 

u^rp{xQ,x,y) 

ist die Auflösung der Gleichung 

y = 'V^(^»^o»yo) 

nach u. Hieraus folgt aber, daß u konstant ist, sobald man darin 
^ y eine Lösung der Differentialgleichung einsetzt, d. h. aber, daß 
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die transformierte Differentialgleichung die Form ^— = hat. Diese 

Differentialgleichung hat nur die Lösung u = constans, welche über- 
all regulär ist, und daraus folgt dann durch die inverse Trans- 
formation 

daß es außer der für x = Xq, y = y^ regulären analytischen Losung 
keine andere giebt, die bis zum Punkte x =^ x^, y ^= y^ hin regulär ist, 
Beispiel: Die Differentialgleichung 

dx 
hat die Lösung 

Hier haben wir dann die Transformation anzuwenden 

«* = y + -^^ — 

Dadurch verwandelt sich die Differentialgleichung in 

du __ dy _ p. 

dx dx ' 

von der es nur Lösungen von der Form 

giebt. Von der ursprünglichen Differentialgleichung giebt es außer 

y = yo + — 2"^ 

also weiter keine Lösung, die bis zum Punkt x =^ x^, y^y^ ana- 
lytisch ist und in diesem Punkt den Wert y^ annimmt. 

5. Erledigfung des Problems für Systeme von Differentialglei- 
chungen. Ist ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung 
gegeben: 

-jf- = /;(^.yi---yJ. 



^ a- -" Am (^^ y 1 • • • y«») > 



wo die Funktionen f sich regulär verhalten in der Umgebung eines 
Wertsystems 

so kann man fragen: Giebt es außer den für x ^ u analytischen 
Lösungen 



•I' 
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welche t'ui x = a die Werte i/. = ß. annehmen, vielleicht noch andere 
Lösungen, die bis in beliebige Nähe des Punktes sich regulär ver- 
halten, aber in dem Punkte selbst aufhören regulär zu sein? 

Die Antwort auf diese Frage findet man, indem man das System 
von Diflferentialgleichungen transformiert mit Hilfe der Formeln 

welche die Auflösungen der Gleichungen nach den Größen ß. sind. 
Hierdurch erhält man dann die Diflferentialgleichungen 

-^ = 0, 1=1,2. ..m, 

von denen es außer 

u, = c, 

keine anderen Lösungen giebt. Indem man nun wieder die inverse 
Transformation 

anwendet^ gelangt man zu dem Ergebnis, daß es außer den für 
.r = a, y. = ß. selbst analytischen Losungen weiter keine giebt, die bis 
in beliebige Nähe dieses Wertsystems regulär bleiben, 

§ 9. Integrationskonstanten und Anfangsbedingungen. 

1 . Die HauptlösTuigen. unter den Hauptlösungen eines 

Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung versteht man 

die Funktionen 

yi=^ipi{x,cc,ß^,..ßj, i=^l...m, 

welche die Diflferentialgleichungen erfüllen und sich für 

X =^ a auf i/. = ß. 
reduzieren. 

Die Größen ß. nennen wir die kanonischen Integrations- 
konstanten. 

Über Hauptlösungen und kanonische Integrationskonstanten gilt 
dann der folgende Satz: 

Die Funktionaldeterminante 

D {rpi (x,a,ß).., yjm (a;, a, ß)) 

D{ß\" * ßm) 

ist von Null verschieden. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich einfach daraus, daß das 
Produkt der Funktionaldeterminanten der beiden zu einander in- 
versen Transformationen 
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also 





a ' 


^0 


> 




b-- 


*0 
«0 


> 


y 


=r 


2/0 
a?o 


^> 


z 


= 




^» 



was mit der ersten Form der allgemeinen Lösung identisch ist, wo 
die kanonischen Integrationskonstanten auftreten. 

5. Die Differentialgleichimgen höherer Ordnung. Die Differen- 
tialgleichungen höherer Ordnung (in zwei Variabein) haben wir früher 
(§ 4, 2) umgeformt in ein System von Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit einer größeren Anzahl von Variabein. Deutet man sie 
statt dessen in der Ebene, so erhält man folgende AufEassung der 
Hauptlösungen: 

Die Hauptlösung 

stellt eine Integralkurve dar, welche den Punkt a: = ar^, y = y^ ent' 
hält und welche in diesem Punkte »i — 1 Vorgeschriebene Differential' 
quotienten hat 

Die Hauptlösung der Gleichung 

yC«) = 
lautet z. B. 

y - yo + ^0 (^ - ^0) + — 1:2 — + — (w-1)! 

Die Hauptlösung hat die Eigenschaft, daß die Funktionaldeter- 
minante 

nicht verschwindet (genau so, wie die Funktionaldeterminante 

Diipi,ip2 ... yjfn) 

^ (^1 » Ä • • • ßm) 
eines Systems von Null verschieden ist). 

Aus der Hauptlösung erhalten wir eine allgemeine Lösung, 
wenn wir die Transformation 

9 

ausfuhren, in welcher die Funktionaldeterminante 
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xiicht verschwindet Dann ist auch die Funktionaldeterminante 

I>(Cl...C„) 

"von Null verschieden. 

Entsprechend nennen wir überhaupt 

-eine allgemeine Lösung der Differentialgleichung witer Ordnung 

^enn die Größen c innerhalb eines gewissen Gebietes beliebig ge- 
"wählt werden können^ und wenn die Funktionaldeterminante 

\ dx dx"^-^ 

von Null verschieden ist. 

Man kann dann die Konstanten c^ so bestimmen, daß die Kurve 
y = if,t(x,c^... c^ einen bestimmten Punkt enthält und noch außer- 
dem die »i — 1 ersten Differentialquotienten der Funktion ifj in 
diesem Punkt vorgeschriebenen Werte haben; denn man kann ja 
die Gleichungen 



\dx/x=Xo 



• • . .... 

nach den Größen c^ auflösen* 

Beispiel: Die Differentialgleichung 

hat die Hauptlösung 

oder die allgemeine Lösung 

Hier kann man c^ und Cg sofort durch die Forderung bestimmen, 
daß für X ^ Xq die Bedingungen 

y' = yd y 

erfüllt sein sollen. 
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also 



stai 
Ha: 



stci 
hin 
qv 



hii 



]i. 



]i 



r 






. =:/.-^oyo- 

r üe allgemeinen Lösimgen. Dia 
.itrdlich auch implicite gegeben sein 



-vn 



was ^ 

dio -"• -": • " ^«) ~ ^ ' 



tial . -•. --.•■•O = 0, 

I 

(§ -> ^^ .-:i jp^ßen c^ und andererseits nach 

Or«! "^^^ iaö*^2. Sind diese Auflösungen wirldicli 

^. <£U3^u dar. denn man kann la diese 

•»iSETtir ü«? ihnen äquivalenten Gleichungen 

^ '.ai'.'"**?u. Ein solches System von Glei- 

"^"^ ^ f <:eru von allgemeinen Integral- 



r.'jvu Losungen des Systems 

, d\ _ X 

-. t-rsi jarstellen: 

4 >tui>rt die frühere (aufgelöste) Form 










für Systeme von linearen partiellen 
ngen erster Ordnung. 

*i^;fCJii^* spezielle Form eines Systems von 
l^^^.^i:^i;5:loiohuugen erster Ordnung, auf welche 
»^^^,;:,Vv^loiohungen, die wir später behandeln 
^j^^m, ist dio folgende: 
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ik . 1 

2 = i . ..971, 



ik 

Die Funktionen G^ sind hier analytische Funktionen der Variabein u. 
und enthalten außer diesen Variabein keine weiteren Argumente, 
also sie sind frei von den Variabein x, x^ . . . ar„. 

Femer sind die Größen ar, Xj . . . ar„ unabhängige Veränderliche, 
die G-rößen t^ • • • t£^ dagegen abhängige Veränderliche. 

Die Gleichungen sind femer homogen und linear in den »i«(w+l) 
ersten Differentialquotienten der zu bestimmenden Funktionen. 

Endlich sind sie noch aufgelöst nach den Differentialquotienten 
der yerschiedenen Funktionen, genommen nach einer der Variabein {x). 

Diese Variabein u. sind nun so zu bestimmen, daß gewisse An- 
fangsbedingungen erfüllt sind. 

Es soU nämlich der folgende Satz bewiesen werden: 

Gegeben sei das System von Differentialgleichungen 



dx 


-2'^« 

ik 


dUi 

dxjc ' 


• 

t 
k 


= 1. 
= 1. 


..m , 


dx 


=2'^ 


dtii 

dxic 


,.n, 



ik 



WO die Funktionen G^nc analytische Funktionen der Argumente u^ • • • ^^ 
sind, welche sich für u. = b. regulär verhalten. 

Gregeben seien außerdem m analytische Funktionen der Variahein 
x^... x^j etwa die Funktionen 

(Pi (^i • . • ^n) y 



welche in der Umgebung von x. = a^ regulär sind und sich für x. = a. 
auf q>^ = b^ reduzieren. 

Unter diesen Foraussetzungen kann man die Funktionen u^. so be^ 
stimmen, daß sie die Differentialgleichungen erfüllen und sich für x^a auf 

reduzieren. 

2. Einfnhmng eines vereinfachten Systems. Der Beweis des 
Satzes ist ähnlich wie bei dem früher behandelten Problem der Inte- 
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gration von Systemen gewöhnlicher Diflferentialgleichungen erster 
Ordnung zu führen (§ 7). 

Aus den geforderten Anfangsbedingungen und aus den Diffe- 
rentialgleichungen selbst kann man durch Differentiation die Werte 
der höheren Differentialquotienten 



d^Uj d^Uj d^Uj ^ g ^ 

dx* ' dxdXk ' dxkdxi 



1 




berechnen, während ja die Funktionswerte selbst und die ersten Diffe- 
rentialquotienten, gegeben sind. 

Diese Differentialquotienten geben dann die Koeffizienten für 
TAYLOß'sche Eeihenentwickelungen der Funktionen u.. Konvergieren 
diese Reihenentwickelungen, so stellen sie Lösungen dar, denn die Be- 
dingungen 

du- xi ,. dui 



ik 



sind im ganzen Konvergenzgebiet der Entwickelungen der Funk- 
tionen Uj erfüllt, da die Funktionen 

-^ und Wi 
dx •' 

für X = Of x. = ai nicht nur selbst identisch wird, sondern zufolge 
der Berechnung auch in allen ihren Differentialquotienten überein- 
stimmen. 

Es braucht also nur noch die Konvergenz der aufgestellten 
Reihenentwickelungen bewiesen zu werden. 

Das geschieht, indem man ein vereinfachtes System integriert, 
welches folgende Eigenschaft hat: Die Koeffizienten der für die 
Lösungen Vi des vereinfachten Systems sich ergebenden Reihenent- 
wickelungen sind größer als die absoluten Beträge der Koeffizienten 
der Reihenentwickelungen für die Ui. 

Bevor diese Vereinfachung geschieht, wollen wir noch die An- 
nahme machen, daß 

«1 = «2 • • • = ^n = ^1 • • • = ^m = ö 

ist, eine Annahme, welche erlaubt ist. 

Nun wählen wir das in folgender Weise konstruierte Hilfssystem: 
Erstens: Die FunktioniBn 6^^ ersetzen wir durch 

M 



F = 



1 « t^i . . . + Um 
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b bedeutet eine Größe, welche kleiner ist als der kleinste der abso- 
luten Beträge | z^,- 1 , für welche die Funktionen G noch alle konver- 
gieren; M soll größer sein als die verschiedenen Maximalwerte der 
absoluten Beträge der Funktionen G^^ in dem gemeinsamen Konver- 
genzgebiet. 

Zweitens ersetzen wir alle Funktionen (p durch die Funktion 

== nI ^ l' 

, . c 

wo c und N für die Funktionen (p der Argumente x^ . . . x^ die- 
selben Bedeutungen haben, wie b und M für die Funktionen G^ der 
Argumente u^ , , .u^. 

Die Funktion F ist dann für 

jedenfalls dem absoluten Betrage nach kleiner als die Funktionen G^ 
und dieselbe Ungleichheit gilt für die Diflferentialquotienten an der 
Stelle uj = (§6, 4). 

Femer sind die Diflferentialquotienten der Funktion tf> an der 
Stelle Xi = größer als die der Funktionen qp (§ 6, 4). 

Hieraus folgt dann, daß die berechneten Lösungen des Systems 
mindestens in demselben Gebiet konvergieren, wie die des verein- 
fachten Systems (§ 6, 5). 

3. Integration des vereinfachten Systems und Bedoktion auf eine 
einzige Gleichung. Wir müssen nun das Vergleichssystem integrieren, 
d. h. das System 



^,-^::r 7 = l...wi, 



^ ^ M ^ - 

dx V^ . , , + Vm ^^ dxu '^ 

X ^^ MC 



wobei den Funktionen Vj die Anfangswerte 

( ajj "T iC2 • • • "f" '^n 

~e 

vorgeschrieben sind. 

Dieses System läßt sich aber sofort vereinfachen: 
Erstens erkennt man, daß die Funktionen Vj alle unter ein- 
ander identisch werden, da sie für a: = o:, . , . = ar„ = nicht nur 
selbst übereinstimmen, sondern auch alle ihre Diflferentialquotienten 
identisch sind. 
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Es bleibt also nur die Gleichung übrig 

dv Mm ( dv dv\ 

b 

Zweitens erkennt man^ daß diese Funktion v außer von x nur 
von der Summe 

X-^ "f" X2 • • • -T X^ sss Z 

abhängt, denn durch die Einführung von z nimmt die Diflferential- 
gleichung die Form 

dv Mmn dv 



d X fnv d X 



an und die Anfangsbedingung wird 



(«).=o = nI-^ - l\ . 



1-^ 

c 

Diese Gleichung kann man aber leicht integrieren. 
Man kann sie nach § 4, 3 ersetzen durch das System 

dx "' 

dx Mmn 



dx mv 



b 

I)ie allgemeine Lösung dieses Systems hat die Form 

Mmnx + [1 j— I z = f{v). 

mit der Anfangsbedingung 

/■(•)-('- Tt-('-yf7)- 

Als Lösung erhalten wir also schließlich eine der beiden Wurzeln 
der Gleichung 

^^„,+ (l_-,){._e[l-^])=0, 

und zwar ist diejenige Wurzel zu nehmen, welche für ar = z = 

verschwindet (die andere hat den Wert t? = — fürar = z = 0). 

^ m ' 
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Diese Wurzel v ist eine für a: = z = analytische Funktion der 
Variabein x, z, welche die vereinfachte Gleichung erfüllt und den 
vereinfachten Anfangswert hat. 

Damit ist die im Beweis noch bestehende Lücke ausgefüllt und 
also der in § 10, 1 ausgesprochene allgemeine Satz bewiesen. 

4. Lineare nicht homogene Systeme von partiellen Differential- 
gleichungen. Der allgemeine Fall, wo die Gleichungen zwar auch 
linear sind, aber nicht homogen, wo ferner die Funktionen G^ außer 
den zu bestimmenden Funktionen u noch die unabhängigen Variabein 
X, x^ • • • ^n enthalten, läßt sich auf den früheren Fall zurückfuhren. 

Man braucht zu dem Zwecke nur in den gegebenen Gleichungen 

an Stelle von x, x....x^ die Variabein 

<t« it • • • <t_ 
'1 n 

einzuführen und zu dem gegebenen System die Gleichungen 

dx dxi 

d X d Xi 

hinzuzufügen. Ferner ergänzt man die (für x = a) vorgeschriebenen 
Anfangsbedingungen, indem man zu den Gleichungen 

^1 = Vi K •••^m)> 



noch hinzunimmt 

Z = ttj Z^ = X^y ^2 ^^ ^8 ' • • • • ) ^n ^^ *^«* 

Auf die neuen m + n+1 Differentialgleichungen mit m + n+1 
Anfangsbedingungen kann man den früheren Satz anwenden. 

Das ergänzte Gleichungssystem ist mit dem gegebenen identisch, 
denn es werden einfach die Größen z (die Lösungen) identisch mit 
den Variabein x, x^ • • • ^n infolge der vorgeschriebenen Anfangs- 
bedingungen und der vorgeschriebenen Differentialgleichungen. 



ijXBUAxnSt Differentialgleichungen. 



48 Erstes Kapitel: Definitionen und Existenxbex 

Es bleibt also nur die Gleichung übrig 

dv Mm I dv dv\ 

b 

Zweitens erkennt man, daß diese Funktion v i 
von der Summe 

^1 ~r ^2 • • • "•" *^n ^ ^ 

abhängt, denn durch die Einfuhrung von z nimmt • 
gleichung die Form 

dv Mmn dv 



d X mv d X 

an und die Anfangsbedingung wird 

Dieise Gleichung kann man aber leicht integr 
Man kann sie nach § 4, 3 ersetzen durch daF 

a X ' 

dx Mmn 



dx mv 

Die allgemeine Lösung dieses Systems hat 

Mmnx + (l h~]^ ™ A*' 

mit der Anfangsbedingung 

(i - I- W.=o) z = A«).«. 

d. h. 

A^') = (l-f^')c.(l-^ 

Als Lösung erhalten wir also schließlich ei 
der Gleichung 

und zwar ist diejenige Wurzel zu nehme 
verschwindet (die andere hat den Wert v 
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Gewöhnliche Differentialgleichi 
erster Ordnung in zwei Veränd 

§ 11. Der EuLER'sche Multiplikator 

1. Definition des Mnltiplikators. Wir wolleL 
gleichung in der Form annehmen 

y - F(x,y) = 0, 

welche wir noch etwas verallgemeinern, inder 

schreiben: 

X[x,y)y' - T{x,y) = 0. 

X und Y sind dann zwei Funktionen, welche * 

außerdem darf die Funktion X in dem betrp 
verschwinden. 

Nach § 4, 3 ist die Diflferentialgleichung 
eine Funktion /*(^?y) kennt, welche die partie'' 

^(-,y)||+r(.,y)|^ 

erfüllt. (Man braucht dann nur die Gleich 

f{xyy) = c 

noch aufzulösen, um eine Lösung der Diflfere 
Zwischen einer derartigen Funktion /*■ 
X(x^y) und Y[x^y) bestehen also die folg» 

Gelingt es nun, eine Funktion p 
schalt hat, daß 

- o{x,y)Y{x,y) und 



% 
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ielt sich 



Unter einer 
wir eine Glei- 



II ist in der Unbe- 
: des Multiplikators: 







.r) = . 



/ + 



jf{x)dxy 



,r) = c 

ff(x)dx 



{ 
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• rrstrr Ordmotg etc. 



Wenn nämlich 



und 



ist, so ist 



oder es ist 






b 1" 



r 



u-::*:L*nung 



. i: die Gleichung 
- -' =0, 



und also auch (§ 4, 3) 

eine Lösung. 

8. Die homogene Li ff 

Oifterentialgleichun^' bei i . 
leicht bestimmen kann: • 
llottHKjen nennt man e In- 
der Form 



^-\\ix)eff^'^'U.r\ =0 



+ t' . 



- .Mdalgleiclmng 



in der also //' als eine \v 
und X bestimmt wird. 
Zur Bestimmun«; i i 



V(Hi iler 



^ i ( 



- 1. 



eine Lösuuir ist. Um ti 



'c 



und haben dann 



c 






uinl 






\ 



_^. + l = o. 

X X 

i£.jnekiuig. Die RiccATi'sche 



..2« 



3 • 



VU . 



rtüd. 



^^itircr derselben angeben, wenn 

Uli »j kennt 
' »Jcir.T lautet hier; 



^'»>^i^.(^ + 2A,!, = 0. 



ft 



'Hrische Deutung des Etder'scJiefi Multiplikators, 55 
mm in diesen Ausdruck ein 






^-^ ^y-Vi y -Vi Vi- Vi i ^ ^^2 

+ J, + 2^2^, 
! I)erücksichtigt, daß?/, undyg partikuläre Lösungen sind, 

" 'U //' -7_^o - ^ii yi_-_:4« 2/1' __ ^1 (2/i Z-^OJ:. A.^^2- - V)l 
y-yi Vi-yi 1 

+ 24(^-^2) 

■-•'^8 (y + .Vi) - ^2 (^2 + yi)} + 2 ^, (y - 7/,) = 0. 

lulgt, daß p ein Multiplikator ist Außerdem aber folgt 
atz über die Quotienten zweier Multiplikatoren (§ 11, 2) 
.'i^^ebnis: 

. , ^2 ^^^ Vs ^^^^ partikuläre Lösungen^ so erfüllt die all- 
>tfmf die Gleichung 

tier Quotient von q und q\ wo q' aus o dadurch erhalten 
man y^ an Stelle von y^ setzt, lautet: 

\y% - yt) ' l.y» - y^j 

t also 
V auch 

f{y» 1/1^1/2^ 1/3) 

HC Lösung der partiellen Differentialgleichung 

-. Geometrische Deutung des EuLER'schen Multiplikators. 

- Bereohnimg des Normalrechtecks. B^ür den EuLER'schen 

ikator giebt es eine von Lik herrührende einfache geome- 

Deutung, die mitunter von vornherein einen Multiplikator zu 

inen gestattet 

■'[\i dieser geometrischen Deutung gelangen wir durch folgende 
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5. Die nnverkürzte lineare Lifferentialgleichnng 

y +yA^) + <PW = ^• 
Zu^ Bestimmung eines Multiplikators dient die Gleichung 

oder 

wovon 

eine Lösung ist. 

Hieraus ergiebt sich dann 

oder 

Beispiel: Es sei gegeben die Differentialgleichung 

y' + Z + .V = o, 

dann ist also 
und demtiach 

y=l{-^ + c)='--i. 

In der That ist auch 

c 



y = - 



und 

•^ a; oj x* 0/* XX 

6. Die EicCATi*8che Differentialgleichung. Die ßiccATi'sche 
Differentialgleichung hat die Form: 

y' = ^0 + Al/ + ^2y^ 

wo Aq, A^ und ^2 Funktionen von x sind. 

Man kann leicht einen Multiplikator derselben angeben, wenn 
man zwei partikuläre Lösungen y^ und y^ kennt. 

Die Gleichung für den Multiplikator lautet hier: 

(^0 + Ay + Ay')'-^f- + ^ + ./, + 24y = 0. 
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- »A\-2 y(^^4.2^y,)dx 



Setzt man nun in diesen Ausdruck ein 

^ \yt - Vi) 

so erhält man 
- 2 \{A, + A^rj + A^y")-- ^-- + ^^>' " ^^-l - ^, - 2 Ay. 

V ^ ^ •^ ^^ 'y - Vx y - Vi Vi- Vi l ^ ^^^ 

+ A, + 2A^t/, 
oder, wenn man berücksichtigt, daßy^ und y^ partikuläre Lösungen sind, 

_ 2 i A + Ay + A ?/^ - A - Avi - A V i* _ A (y-i - yi) + A (y^^ - .y i*)| 
l y-yi yi-yi l 

Hieraus folgt, daß q ein Multiplikator ist. Außerdem aber folgt 
nach dem Satz über die Quotienten zweier Multiplikatoren (§ 11,2) 
noch das Ergebnis: 

Sind y^y y^ und y^ drei partikuläre Losungen, so erfüllt die all- 
gemeine Lösung die Gleichung 

Denn der Quotient von q und q\ wo q' aus q dadurch erhalten 
wird, daß man y^ an Stelle von y^ setzt, lautet: 

,y% - yi) ' [yi - ysj 

und es ist also 
und daher auch 

fiy» yi^y%^ yz) 

selbst eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 

§ 12. Geometrische Deutung des EuiER'schen Multiplikators. 

1. Berechnung des Normalrechtecks. Für den EüLER'schen 
Multiplikator giebt es eine von Li*: herrührende einfache geome- 
trische Deutung, die mitunter von vornherein einen Multiplikator zu 
bestimmen gestattet. 

Zu dieser geometrischen Deutung gelangen wir durch folgende 
Betrachtung: 
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Wir wollen, wenn 
die gegebene Differentialgleichung ist, und 

die Integralkurv enscliar bedeutet, den Grenzwert suchen, welchem 
sich der Quotient des Zuwachses von c und eines gewissen Recht- 
ecks nähert, wenn man den Zuwachs von c zur Grenze Null über- 
gehen läßt. (Vgl. Fig. 1.) 

Dieses Rechteck soll zur einen Seite den x\bschnitt der Nor- 
male zwischen den beiden Integralkurven 

und 



^c-f-e 




f(x,gj ^ \ haben, die andere Seite soll die Länge 



wo 



und 



Fig 1. ^ = V^^ + ^ 

haben. 

Die Länge des Normalenabschnittes a ist gegeben durch 



ist. 



Es ist dann bis auf Größen höherer Ordnung in « 
also 

;i = 



und daher — ebenfalls bis auf Größen höherer Ordnung in 6 — 



m = 



mvm 



und 



_ -a.arctg — 



1- 



Spiralen dar, welche die 
unter dem Winkel 
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l>l^v^. 



und es ist demnach 



eyi^y^ 



J/ = 



ein Multiplikator. 

Beispiel: Die Gleichung 

1/y' + x = 
hat den Multiplikator 




und definiert konzentrische Kreise 

x^ + y^ = constans, 

welche in der That Parallelkurven sind. 

4. Isogonale Trajektorien einer Geradenschar. 1 

kurven haben die Eigenschaft, alle Geraden einer Sc 

die gemeinsamen Normalen) unter den 

kel {^] zu schneiden. Auch in dem « 

Falle, wo an Stelle des Winkels -^ d 

tritt, kann man nun mit Hilfe geon 
trachtungen den Multiplikator leic^ 

Fig. 2. (Fig. 2.) 

Bezeichnet man nämlich das f" 
von einer Geraden ff- durch zwei b 
gonale Trajektorien herausgeschnii 
und betrachtet man nun eine Rei^ 

Fig. 3. aus der Schar ff^, [/^ • • • ^„> ^on 

benachbarte den sehr kleinen 
schließen, so ist bis auf Größen höherer Ordnung 

Bi+i = 6. (1 + COtg i9.(p) = €^ (1 + COtg t^ . (ff. 

Geht man jetzt zur Grenze über, indem qp = — u 
wird, so kommt bis auf Größen höherer Ordnung 

Der Abstand zwischen zwei Nachbarkurven ist < 

€ • sin iT- = 8q sin /)- evco*«^. 
Der Inhalt des zu berechnenden Rechtecks ist 

«0 Y^^~+ y^ • sin !?• • <?vcot«* , 
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und wir bekommen also den Multiplikator 



-vcotgt? 



siu ^ ]/Y« + 72 

Beispiel: Die logarithmischen Spiralen. Wir wollen diejenigen 
Kurven bestimmen, welche die vom Koordinatenanfang ausgehenden 
Geraden alle unter demselben Winkel 

iV- = arccotg a 
treffen: 

Die Kotangente des Winkels zwischen Kurvenrichtung und 

Radiusvector ist 

— r^^- = cotg &. 
xy - y ° 

Also lautet die Differentialgleichung 

yiy — ax) + {x + ay) = 0. 

Nach dem allgemeinen Satz muß also 

—a. arctg— 



a y(y — a a;)* 4- (» + a yf" 

oder auch 



— a . arctg -^- 

X 

e 



ein Multiplikator sein. 

Es ist nun in der That auch 



— a. arctg— 
« SB / "i d ( 


- a . arctg -^ 

X 


— • \y' (y — n. r\ + (x -U n.y\\ = -^ \\lx^ 4- V* ^ 


)/(«* + y*) t r ^^ { dxV ^ -^ 




Die Lösung lautet also 




— a. arctg — 




^x^ + y^e * = c > 




oder, wenn man durch die Gleichungen 




X = Q ' cos (p , 




y == Q ' sin qp 





]■ 



Polarkoordinaten einführt, 

p = c e^'^. 

Diese Gleichung stellt die logarithmischen Spiralen dar, welche die 
vom Anfangspunkt ausgehenden Strahlen unter dem Winkel 

& = arccotg a 
schneiden. 
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§ 13. Die Linienelementvereine. 

1. Las Linienelement nnd seine Koordinaten, um neue Methoden 
zur Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung zu bekommen, welche in vielen Fällen sich anwenden lassen, 
wo die in den vorigen Paragraphen besprochene Methode (Bestim- 
mung eines Multiplikators) versagt, müssen wir die Begriffe Linien- 
element und JAnienelementoerein entwickeln. 

Unter einem Linienelement verstehen wir den Inbegriff von einem 
Punkt (dem Träger) und einer bestimmten Bichtung. 

Diese Richtung stellt man sich vor in der Form einer geraden 
Linie, welche von dem Punkt ausgeht. Von dieser geraden Linie 
kommt bei der Vorstellung der Richtung nur dasjenige Stück in 
Betracht, das dem Träger benachbart ist, und welches beUebig klein 
vorgestellt werden darf. Deswegen bezeichnet man eben ein solches 
Gebilde als Linienelement. 

Ein Linienelement der Ebene ist durch drei Koordinaten be- 
stimmt. Man muß erstens den Träger fest- 
\ legen — etwa durch die rechtwinkligen Koor- 

^^^^ dinaten x^y — , und sodann noch die Rich- 

tung. Hierzu benützen wir die Koordinate 

p = tg qp , 

-^'^ wobei unter op der Winkel verstanden ist, 
^' * den die Richtung des Linienelementes mit 

der a:-Axe des Koordinatensystems einschließt. (Fig. 4.) 

2. Scharen von Linienelementen. Unter einer Schar von Linien- 
elementen verstehen wir die Gesamtheit aller Linienelemente y welche 
durch ein System analytischer Gleichungen gegeben sind. 

Eine solche Schar von Linienelementen ist also gegeben durch 
Gleichungen von der Form 

Z -^ Z l *. ... fr,) • 

Die Zahl k kann dabei — unter der Voraussetzung, daß von 
den Variabein t keine überzählig ist (§ 3, 3) — nicht größer» als 
drei sein. Ist sie gleich drei, so werden sämtliche Linienelemente 
eines gewissen Bereiches durch die Gleichungen dargestellt. Je 
nachdem nun ä = 1, 2, 3 ist, nennen wir die Schar eingliedrig, zwei- 
gliedrig oder dreigliedrig. 
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Wir wollen Beispiele von solchen Scharen anführen: 
a) X = Oy y = stellt die Gesamtheit aller Linienelemente dar, 
deren Träger der Koordinatenanfang ist. (Vgl. Fig. 5.) 



^x^o 




y«o 




Fig. 5. 



Fig. 6. 



h) X =1 COS (p, y = sin qp, p = ig cp stellt diejenige Schar von 
Linienelementen dar, deren Träger die Punkte des Einheitskreises 
sind, während ihre Eichtungen mit den vom Koordinatenanfang aus- 
gehenden, den hetreffenden Punkt enthaltenden Strahlen tiberein- 
stimmen. (Vgl. Fig. 6.) 

c) X = cosqp, y = sinr^, p = — cotg q) stellt ebenfalls Linien- 
elemente dar, deren Träger den Einheitskreis {x^ + y^ = 1) bilden. 
Die Kichtungen dieser Linienelemente sind aber hier nicht durch die 
Radien, sondern durch die Tangenten des Kreises gegeben. (Fig. 7.) 



x«o 




• — > 



-> • — > 



Xf.O 



Fig. 7. 



Fig. 8. 



Es ist in der That die Richtung der Tangente im Punkte 

X = cos (f , 
y = sin y 

des Einheitskreises gegeben durch: 

- cotg (f) . 



dy _ cos 2/ __ 
dx Binq) 



d) /? = stellt alle Linienelemente dar, welche der :r-Achse 
parallel sind. (Fig. 8.) a — c sind eingliedrige Scharen, d giebt 
eine zweigliedrige Schar. 

3. Linienelementvereine. Von den angeführten vier Beispielen 
von Linienelementscharen haben das erste und das dritte eine cha- 
rakteristische Eigenschaft, welche den anderen Beispielen nicht zu- 
kommen. 



■i^— iwA. m ■■•^ 
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Analytisch drückt sich diese Eigenschaft so aus: Es ist die 
Gleichung 

dti dx f^ 

-dt-P-di=^ 

erfüllt. 

Bei dem ersten Beispiel, wo x und y konstant sind, ist dies 
eo ipso klar; bei dem dritten erkennt man, wenn 

X = cos t , 

y = sin t, 

J9 = — cotg t 

gesetzt wird (wenn man also an Stelle von y die Variable t ein- 
führt), daß 

d V d X • , \ r\ 

-r- — p -TT = cos ^ + sm ^ • (— cotg ^) = 

ist. 

Dagegen erkennt man leicht, daß weder bei dem zweiten, noch 
bei dem vierten Beispiel diese Relation erfüllt ist. 

Bei dem zweiten haben wir 



dy 
d 



v dx , . 1 

~ — p -TT = cos ^ + tg ^ • Sin ^ = -, 

t ^ dt ° cos t 



und bei dem vierten, wo wir etwa x und y als Parameter einflihren 
wollen, bestehen die beiden Gleichungen 

dx ^ dx ' 

dx d y _ 

dy ^ dy "^ ~~ ^ ' 

Beide Ausdrücke sind von Null verschieden. 

Jfir wollen nun jede Schar von Linienelementen 

X = X\t^y tg, Tg), 

bei der die Gleichungen 

t-^ll-» (.-1,2,3) 

bestehen, einen Verein nennen, 

4. Die verschiedenen Arten von Linienelementver einen. Wir 
wollen jetzt die verschiedenen Arten von Linienelementen bestimmen. 

a) Dreidimensionale Vereine. Der Versuch, dreidimensionale 
Liuienelemente zu bestimmen, scheitert; denn die drei Gleichungen 



§ 13, Die Ldnienelementvereine, 



63 



d y dx ri 



dy 
dy 



- P 



- P 



dx 

dx 



= 0, 



= 



di^ ^ du 
können nur dann gleichzeitig bestehen, wenn die Determinanten 



dy dx 

Yi[ dl^ 

dy dx 

dt^ dt^ 



d y dx 



dt^ 
dy 



dt^ 

dx 



du du 



und 



d y dx 



dt^ 
dy 



dfs 

dx 



dt^ dti 



verschwinden. Dann verschwindet aber auch die Determinante 



dx 


dy 


dp 


dt. 


dt^ 


dt^ 


dx 


dy 


dp 


dt^ 


dt^ 


dt^ 


dx 


dy 


dp 



dt^ dt^ dtg 

und die Schar kann also nicht dreigliedrig sein (§ 3, 3). 

b) Zweidimensionale Vereine. Auch zweidimensionale Ver- 
eine giebt es nicht; denn es müßten bei einem solchen Verein die 

Gleichungen bestehen 

d y dx 

- P 



dti 
dy 



du 



- P 



dti 

dx 



= 0, 



= 0, 



d. h. es wäre 



dy dx 



dt^ 
dy 



dt, 
dx 



du du 



= 0, 



und demnach wären x und y nicht unabhängige Funktionen, x und y 
lassen sich also als Funktionen eines Parameters ausdrücken, und 
da p mit bestimmt ist, haben wir einen eindimensionalen, keinen 
zweidimensionalen Verein. 

c) Eindimensionale Vereine. Wir können leicht die ein- 
dimensionalen Vereine von Linienelem^nten bestimmen, wobei zwei 
Fälle zu unterscheiden sind: 
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Erstens können die Linien elemente alle denselben Träger 

haben; es ist dann 

X = COnstans = .r,, , y = y^, 

während p beliebig ist. 

Zweitens können die Träger eine Kurve bilden 

y = f{x\ 

Für /? bekommen wir dann den Wert 



^-rw-(-S) 



In diesem Fall sind also die Richtungen der Linienelemente iden- 
tisch mit den Richtungen der Tangenten. Wir wollen ein solches 
Linienelement als „Linienelement der Kurve y = /*(a:)" bezeichnen. 

Als Endergebnis haben wir also gefunden: 

^s giebt in der Ebene nur eindimensionale Linienelementverevne, 
Die Elemente eines solches Vereines haben entweder denselben Träger, 
oder, wenn die Träger eine Kurve bilden, sind die Linienelemente gegeben 
durch die den Trägern zugehörigen Sichtungen der Tangente, 

5. Erweiterung der Begriffe „Kurve" und „Berührung". Wir 
haben soeben gesehen, daß eine Kurve, aufgefaßt als Gebilde von 
Linienelementen (Punkten und Tangenten), sich dem allgemeinen 
Begriff „Linienelementverein*^ unterordnet. Zu den Linienelement- 
vereinen gehören nun nicht nur die Kurven, sondern, wie wir ge- 
sehen haben, auch die Punkte. Wir wollen daher von jetzt an den 
Begriff „Kurve" ersetzen durch den allgemeinen Begriff „Linien- 
elementverein". 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, eine Deutung für den Begriff 
des Berührens zweier Kurven zu geben, welche sich auf alle Linien- 
elementvereine überträgt. 

Zwei Kurven berühren sich in einem Punkte, wenn sie nicht 
nur den Punkt gemeinsam haben, sondern in diesem auch die Tan- 
gente, m. a. W., wenn sie ein gemeinsames Linienelement haben. 

Analog definieren wir: 

Zwei Linienelementvereine berühren sich, wenn sie ein gemeitisames 
Linienelement haben, 

Beispiele: Der Kreis x^ + y^ — y = Q (d. h. der Elementverein 

^^ + y^ - y = , 
2[x+py)-^p^Q), 

und die Gerade y = (d. h. der Elementverein 
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haben das gemeinsame Linienelement 

sie berühren sich also in diesem Linienelement. (Fig. 9.) 



# « 

• • 



/ 

/ 



* 



Fig. 9. Fig. 10. 

Femer: Die Gerade x = und der Punkt a: = y = haben 
das gemeinsame Linienelement 

x==y =p = 0, 
sie berühren sich also in diesem Linienelement (Fig. 10.) 

§ 14. Erweiterung des Integrationeprobleme der gewöhnlichen 

DifTerentialgleichungen. 

1. BeBtimmung der aus einer zweigliedrigen Schar heraus- 
geg^riffenen Linienelementvereine. Eine zweigliedrige Schar von 
Liinienelementen ist gegeben durch eine Gleichung von der Form 

Stellen wir uns nun die Aufgabe, diejenigen Linienelementvereine 
zn bestimmen, deren Elemente der zweigUedrigen Schar angehören, 
so müssen wir x, y, p so als Funktionen eines Parameters t be- 
sümmen, daß außer der Gleichung (1) noch die Gleichung 

/rt\ dy dx f^ 

erfüllt ist 

Diese Aufgabe umfaßt nun, wie wir zeigen wollen, das Inte- 
grationsproblem der gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung als einen speziellen Fall. 

Wird nämlich nur verlangt, diejenigen unter den genannten 
Linienelementvereinen zu bestimmen, welche Kurven sind (§ 13, 4, c), 
' so hat man die beiden Gleichungen 

dy 



dx'-p 



, Piflbrantialgleiohangen. 
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zu erfüllen, d. h. man hat die Differentialgleichung 

zu integrieren. 

Indem wir nun die genannten Elementvereine kurzweg als 
j^Integralgebilde" und zwar, je nachdem der Träger ein Punkt ist, 
oder aber die Träger eine Kurve bilden, als „Integralpunkt" oder 
„Integralkurve" bezeichnen, erhalten wir folgenden Satz: 

Die Bestimmung der Lösungen einer Differentialgleichung 

ist geleistet, sobald man alle Integralgebilde der Gleichung 

kennt 

Unter den Integralgebilden dieser Gleichung hat man dann nur 
die Integralkurven herauszunehmen. 

Wir wollen nun von jetzt an das Problem der Integration immer 
allgemein auffassen, d, h. alle Integralgebilde (nicht nur die Inte- 
gralkurven) suchen, 

2. BeispieL Die Gleichung . 

X — py = 

hat folgende Integralgebilde: 

Erstens als Integralkurven die durch den Koordinatenanfang 
gehenden geraden Linien 

y = ex. 

Zweitens einen Integralpunkt ar = y = 0. 

Während also die Integration im gewöhnlichen Sinne, d. h. die 
Bestimmung der Lösungen nur auf die Geraden 

y = ex 

fuhrt, tritt bei der erweiterten Auffassung noch das Integralgebilde 

y = ar = 
hinzu. 

8. Bemerkung über die verallgemeinerten Differentialgleichimgen. 

Die verallgemeinerte Auffassung des Integrationsproblems bringt es 
mit sich, daß man auch noch solche Gleichungen als Differential- 
gleichungen bezeichnet, welche die Größe p (oder y') überhaupt nicht 
enthalten. Denn auch solche Gleichungen stellen eine zweigliedrige 
Schar von Linienelementen dar, welche sich zu Vereinen zusammen- 
fassen lassen. 

Z. B. stellt die Gleichung 
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lauter Vereine von Elementen dar, deren Träger je ein Punkt auf 
der ar-Axe ist, während die Richtungen willkürlich sind. 

4. Das Umhüllungsgebilde. Wenn eine Schar von Kurven ge- 
geben ist, und alle diese Kurven berühren dieselbe Kurve, so nennt 
man diese letztere die „Enveloppe" der Kurvenschar. 

Z. B, haben die Parabeln (Fig. 11) 

y = (o: - af 
die Enveloppe 




Fig. 11. 



Die charakteristische Eigenschaft der Enveloppe ist, daß ihre 
Tangenten mit den Tangenten der einhüllenden Kurven im gemeinsamen 
Punkt übereinstimmen. 

Die Enveloppe ist also ein Linienelementoereiny dessen einzelne 
Elemente den verschiedenen Linienelementoereinen der Schar angehören. 

Auch dieser Begriff läßt sich leicht verallgemeinem. Ist eine 
eingliedrige Schar von Linienelementvereinen gegeben, und giebt es 
einen Verein, welcher mit jedem Verein der Schar ein Element 
gemeinsam hat, so nennen wir diesen Verein das Umhüllungsgebilde, 

Z. B. haben die Punkte y = 0, x ^t das Umhüllungsgebilde 

y =;? = 0. 

Femer haben die Geraden y = ex das ümhüUungsgebilde (Fig. 12) 

a: = y = 0. 

Über Umhüllungsgebilde gilt der allge- 
meine Satz: 

Haben die Integralgebilde einer Differenz 
tialgleichung erster Ordnung ein UmhüUungS' 
gebilde, so ist dieses Umhüllungsgebilde ebenfalls 
ein Integralgebilde der Differentialgleichung, 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich ein- 
fach aus den Definitionen: Der Definition nach 
gehören die Elemente des Umhüllungsgebildes der Schar an; sie 
bilden andererseits einen Verein. Aus diesen beiden Umständen zu- 
sammen folgt aber, daß dieser Verein ein Integralgebilde der ge- 
gebenen Gleichung ist. 



X »0 




y-o 



Fig. 12. 



§ 15. Die Beruhrungstransformationen. 

1. Definition der Beruhrungstransformationen. Unter einer 
ßerührungstransformation wollen wir eine Transformation der 
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Lisienelemente der Ebene verstehen, welche je 
wieder io eioen Elementverein überfuhr 

Aus dieser Forderimg ergiebt sich leicht 
terioin tta die Berflhrungstraiisfortnationen. 

Sollen Dämlich die Qleichungen 

eine Berähmngstransformation definieren, d. 
elementverein wieder in einen Linienelement 
mnß eine Gleichong von der Form bestehen 





-dt ~P^TV = 


p(^.y./') 




Denn es 


soll ja, sobald die Gleichung besteht 




S 


-^^= 





auch die 


Gleichung bestehen 








dy^_ 

dt 


-r.'^ 


. 0. 



Beispiel einer Berührungstransformation 

x^ = -p, 

Vi =^p-y, 

Pi= -X 
definieren eine Berührungstransformation, dei 

'dt~^^^dt- ~1t'^''~di'^ P~dt~'' 
Die Gleichungen stellen auch wirklich eine 
die Fuuktionaldeterminante 






0-1 

p -1 » 

-10 



von Null verschieden ist 

Aus der Definition der Berührangs< 
Umhüllungsgebilde folgt noch der Satz: 

Bei einer Berührungstransformation ff 
einet Linienelementvereins in das UmhüäuRf 
Elemantoereins vber. 
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2. Die erweiterten Pnnkttransformationen. Unsere Kenntnis 
der verschiedenen Arten von Elemeritvereinen reicht aus, um alle 
möglichen Klassen von Bertihrungstransformationen zu bestimmen. 

Eine erste Klasse von Berührungstransformationen erhalten wir 
durch folgende Betrachtung: Da jeder Elementverein wieder in einen 
Elementverein übergehen soll, wird es eine bestimmte Klasse von 
Berührungstransformationen geben, bei denen die Punkte, d. h. die- 
jenigen Vereine, welche aus allen Elementen mit gemeinsamem 
Träger bestehen, wieder in Punkte übergehen. 

Die Formeln, welche eine solche Transformation definieren, 
müssen von folgender Gestalt sein: 

Man kann nun leicht, wenn x^ und y^ gegeben sind, j9j aus der 
Forderung 

dt ^1 dt ^^'"''^'''^{dt ^ dt) 
bestimmen. 

Denn es folgt aus dieser Forderung, daß 



und 



sein muß, also 



dx ^^ dx 
dy ^^ dy 



= -e-p 



= Q 



dyx 

dx 

^1 """ä^ 



+ P 



dy 



+ p 



dx^ 



dx ' '' dy 

Wir können auch zeigen, daß die Gleichungen wirklich eine 
Transformation definieren, wenn die beiden ersten Gleichungen für 
sich genommen eine Punkttransformation definieren ; denn die Funk- 
tionaldeterminante 



hat den Wert 



dxi 
dx 

dyi 

dx 

dx d y dp 



dooi 


diCi 


dy 


dp 


öyi 


dyt 


dy 


dp 


dpi 


dpi 



D{Xyy,p) 



\ 
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1 8p, 


[t 


äs «, 


ist also von Null verschieden. 






Wir wollen die Hinzufügung 


der 


Gleichung 




+ p 


äy" 



dy '^ Sy 

die Erweiterung der Punkttransformation neni 
Berührungstransfonnation als erweiterte Pn 
bezeichnen. 

Beispiel einer erweiterten Pnnktr 

Beispiel einer erweiterten Pnnkttransformatioi 

-Tj = xco^rp — ymitf), 

?/j = v cos y + 3? sin «p . 

_ p eoa tp + Kaip 
"i coB ^ ~- pAnif 

3. Sie Fnnktknrrentransfonuationen. 
neren Klasse von BerilhrongstransformatiO] 
die folgende Betrachtung: Wir wollen den i 
wieder Punkte zuordnen, sondern andere Ele 
Den Linienelementen, welehe einen gemein 
sprechen dann also alle Linienelemente i 
welche jenem Träger entspricht. Für i 
(rleichung 

notwendig, welche die einem bestimmten 

X = a, y ™ l 
zugeordnete Kurve 

Ü{a,b,x^,y{) = 

angiebt. Wir wollen dieselbe die chai 
der Beruhrungstransformation nennen. 

Von der charakteristischen Gleich» 
Fonneln für die BerlihrungstraBaforma 
tung: Es muß die Gleichung bestehen 
dy, dx. Id 

Andererseits besteht aber die Gleichn 
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n wir noch die 



I eine Berührungstrans- 

i>KKSchc Transformation. 

rado Linie^ nämlich dem 



I) 



iinktes ab in Bezug auf die 



A-*--^ 




Fig. 13. 

ii'he ja aufgefaßt werden kann als 
(d. h derjenigen Klenientvereine, 

II mit demselben Träger bestehen, 
-r KuiTen sind), entspricht die von 
.Ute Kurve (§ 15, 1). 



lotrie, p. 103. 
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Das Kriterium dafür, daß eine Kurvenschar zweigliedrig ist, ist 
folgendes: Man muß, wenn in einem Punkt eine Tangentialrichtung 
vorgeschrieben ist, stets eine Kurve angeben können, welche den 
Punkt enthält und in ihm die vorgeschriebene Tangente hat, m. a. W.: 
Es muß diese Kurve durch die Angabe eines Linienelementes, welches 
sie enthalten soll, bestimmt sein. 

x\nalytisch drückt sich die Forderung so aus: Es müssen die 
Gleichungen 

sich nach x und y auflösen lassen, d. h. es darf die Funktional- 
determinante 






dx [dydxi dy^ dydy^ dx^j 
dy \dxdxi dyi dy^dx dx^j 



von Null verschieden sein. 

Diese Funktionaldeterminante unterscheidet sich aber von der 

vorigen nur um den Faktor 

dSl 

dy 



:dy, 
welcher von Null verschieden ist. 

Hieraus folgt also: Wenn die Gleichung 

ß (^' y» ^v Vi) = 

eine ziveigliedrige Kurvenschar der x^ y^" Ebene definiert, so stellen die 
Formeln 

dx ^ dy ' 

€ine Berührungstransformation dar, 

5. Die LEGENDBE'sche Transformation. Als Beispiel einer Punkt- 
kurventransformation wollen wir die folgende nehmen, deren charak- 
teristische Gleichung lautet: 

i^{^fl/j^vl/i) = «^1 +y +yi = 0. 
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Zur Bestimmung der Transformation brauchen wir noch die 
beiden Gleichungen 



dS2 , dSl , ^ 



und 



dx 

dSl 

dxi 



+ Pi 



dy 



= X + p^ = . 



Löst man nun auf, so kommt 

^1 = -Pi 

Vi^^P-Vf 
p^=^ -X.. 

Diese Formeln definieren in der That auch eine Berührungstrans- 
formation (§ 15, 1). Man nennt sie die LEGENDKß'sche Transformation. 
Jedem Punkt entspricht dabei eine gerade Linie, nämlich dem 

Punkt 

X = a , 

entspricht die Linie 

Pi = -^' 

Diese Linie ist die Polare^ des Punktes afi in Bezug auf die 
Parabel (Fig. 13) 



JC-O 



^1+2^1 = 0. — 
Den Punkten der Parabel 



y = - 



X' 



entsprechen die Geraden 



X 



welche die Tangenten der 
Parabel sind. 




Fig. 13. 



Einer bestimmten Kurve, welche ja aufgefaßt werden kann als 
Umhüllungsgebilde ihrer Punkte (d. h. derjenigen Elementvereine, 
welche aus allen Linienelementen mit demselben Träger bestehen, 
und deren Träger die Punkte der Kurven sind), entspricht die von 
den Polaren ihrer Punkte umhüllte Kurve (§ 15, 1). 



^ F. Schub, Analytische Geometrie, p, 103, 
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Das Kriterium dafür, daß eine Kurvenschar zweiglied] 
folgendes: Man muß, wenn in einem Punkt eine Tangent' 
vorgeschrieben ist, stets eine Kurve angeben können, ^ 
Punkt enthält und in ihm die vorgeschriebene Tangente hat 
Es muß diese Kurve durch die Angabe eines Linienelemen 
sie enthalten soll, bestimmt sein. 

Analytisch drückt sich die Forderung so aus: Eis 
Gleichungen 

sich nach x und y auflösen lassen, d. h. es darf di 
determinante 



1 



dx [dydxi dy^ dydy^ d»^^ ^ 
dy \dxdxi dy^ dy^dx B»i 



von Null verschieden sein. 

Diese Funktionaldeterminante unterscheidet si 
vorigen nur um den Faktor 

dy 

:dyt 
welcher von Null verschieden ist. 

Hieraus folgt also: Jf^enn die Gleichung 

eine zweigliedrige Kurvenschar der x^y^- Ebene def^ 
Formeln 

dx ^ dy 

eine Berührungstransformation dar, *^ 

5. Die LEGENDBE'sche Transformation. Ah^ " - 

kurventransformation wollen wir die folgende 
teristische Gleichung lautet: 



'•■*- « •^^, 



.a- 



, der 
u sich 



loreclit gegen 



ion. Wenn die 
öster Form vor- 



icbig. Sie müssen 
etzt ableiten wollen. 
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müssen, wie auch die Konstanten x^ und y^ gewählt sind, einen 
Elementverein definieren, da ja 

•^1 ^^ ^1 > 

Vi =h 
einen Elementverein definiert und jedem Elementverein ein Element- 
verein entspricht. 

Hieraus folgt, daß die beiden Gleichungen 

dxi dx dxi dy dxi dp __ ^ 
~d~x ~dT "*" ~dy ~dT "^ ~dp^ dT "" ' 

d_y^ ^x_ dy^ d^ dj^ dp^ _ ^ 
dx dt '^ dy dt '^ dp dt 



die Gleichung 



dy dx f. 



zur Folge haben müssen, d. h. es muß die Determinante 

ö rcj dx^ dxi 



dx dy dp 



dp \dx ^ dy) dp \dx ' dyj 



dx dy dp 
-p +1 

verschwinden. 

Man nennt den Ausdruck 

rv ^ dXldY , dY\ dYldX . dX\ 

den Klammerausdruck der beiden Funktionen. Wir wollen von 
zwei Funktionen, deren Klammerausdruck verschwindet, sagen: Sie 
liegen in Involution oder sie sind Berührungsparameter. Führt 
man diese Bezeichnung ein, so läßt sich das erhaltene Kesultat so 
aussprechen: 

JOamit die Gleichungen (1) eine Berührungstransformation definieren, 
müssen X und Y in Involution liegen. 

Für die Größe p^ bekommt man dann noch aus den Gleichungen 

öj/i , ^ dy^\ ^, ( dx^ I ^ ^ ^ 
dx 



dyA [ dxi , diCi\ ^ 



den Wert 



a 



^Vi _ p 13. = 
dp ^^ dp 



__ dp 

^1 ~~Ts; 



dp 
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..\'4 ist, weil die Determinante 
bp \dx ^ ^ dy I 
■'.: schreiben 

, dx dy 

ox dy 

n Formel nicht -^"^^ und ..^^ beide identisch 

p dp 

der zweiten Formel die Größen 

ö 2/1 j d x, , dx, 

p /^ und -. * + J»-ä^ • 
'^ o y ox ^ oy 

wJL'relation bei den einzelnen Arten von Berühnmgs- 
V\'ir wollen jetzt nacliweisen, daß bei den ver- 
uigstransformationen, welche wir aufgestellt haben, 
iiuerrelation besteht. 

kttransformationen besteht sie jedenfalls; denn es 
ri'i von /?, also verschwindet [X, i] identisch. Es 

1ä +p ^y» 

^i = |^-4-,- (nach §15,2). 
dx dy 

■jeuigen Berührungstransformationen, welche durch eine 
i-olie Gleichung definiert sind, ist der Satzleicht zu beweisen, 
rauchen zu diesem Zweck nur die Gleichungen 

dSl , dU ^ 
dx ^ dy ' 

öi2 , dSl ,. 
T^ + P^Ty\=^^ 

aus der ersten durcli Diiferentiation hervorgehenden Glei- 
n 

dSl dji dx,_ dSl ^J^ = 

005 da?! dx dyi dx ~~ ' 

dS^ dSi dxj dSl dy, ^ ^ 

dy dxi dy dy, dy " ' 

dSi dx, dSi dy, __ p. 
dx, dp dy, dp "" 

ttrachten. 
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Setzt man an Stelle von -^— den Wert — v -^ — ein, so bekommt 

ox ^ y 

man drei lineare Gleichungen, deren Determinante 



1 




Bx^ 


dyi 


dx 


dx 


dxi 


dyi 


dy 


dy 


dxi 


dyi 


dp 


dp 



= -[x,r] 



verschwindet. Der Klammerausdruck verschwindet also. 
Ferner ist, wie man leicht nachrechnet, 



dxi 
~dJI 

dyi 



a 



dyi 
dp 



'{ 



dyi . .. dyi 



dx 



+ p 



dy 



) 



dxi 
dp 



'{ 



dXi 
dx 



+ p 



dx^ 
dy 



und andererseits 



Pi=^ - 



dS2 

dxi 

~d£l 

dyi 



Also ist auch die zweite Forderung erfüllt. 

3. Zusammenhang mit den gewöhnlichen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. Die Involutionsbeziehung hat noch eine andere 
Bedeutung, welche wir erwähnen wallen. Wenn die beiden Funk- 
tionen X(x,i/jp) und Y{x,7/jp) in Involution liegen, so stellen, wie 
wir gesehen haben, die Gleichungen 

Y{x,y,p) = b 

einen Elementverein dar, wie auch die Konstanten a und b gewählt 
sein mögen. Indem man nun diese Konstanten variieren läßt, erhält 
man eine zweigliedrige Schar von Elementvereinen. 
Andererseits stellt die Gleichung 

wenn man a beliebig variieren läßt, selbst eine zweigliedrige Schar 
von Elementvereinen dar, und entsprechend die Gleichung 

Y{x,y,p)=^b. 

Diese beiden zweigliedrigen Scharen sind untereinander iden- 
tisch, denn sie sind identisch mit der durch die beiden Gleichungen 



§ 16. Der Klammeraiisdntck, 79 



zusammen definierten Schar. 

Es müssen also die beiden Scharen von Differentialgleichungen 

und 

dieselben Integralkurven haben, d. h. die beiden Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung 



-f 



dX , dX ,, dX ^ 

dx ^ oy ^ dj/ 
und 

ÖF, ,dY^ „dY ^ 
dx ^ dy ^ dy 

müssen dieselben Integralkurven haben. 

Dieses durch Überlegung gefundene Resultat können wir auch 
durch Rechnung bestätigen. 

Aus der Involutionsbeziehung folgt direkt, daß die beiden Glei- 
chungen 

dX , dX „ dX ^ 

dY.,dY. ,rdY ^ 

^+y ^+^ w^^ 

miteinander verträglich sind, d. h. daß sie beide denselben Wert 
von y" bestimmen. Sie definieren also beide dieselbe zweigliedrige 
Kurvenschar. 

Man nennt nun eine Differentialgleichung erster Ordnung 

welche differenziiert eine bestimmte Gleichung zweiter Ordnung er- 
giebt, intermediäres Integral dieser Gleichung zweiter Ordnung. 

Mit Benutzung dieser Bezeichnung drückt sich das gewonnene 
Resultat so aus: 

Wenn die beiden Funktionen X{x,y,p) und Y{Xyy,p) in Involution 
liegeUy sind sie intermediäre Integrale derselben DifferentialgleicJmng 
zweiter Ordnung, 

Beispiel: Es liegen in Involution die beiden Funktionen 

X=—p und Y=xp—y 

und man erhält durch Differentiation von 
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die Gleichung 

Ebenso bekommt man durch Differentiation von xt/' — y ^ b 

xy" = 0. 
Die beiden Funktionen sind also intermediäre Integrale von 

y" = 0. 

4. Eonstrnktioii einer Berühnmgstransformation ans Berühnmgs- 
parametern. Sind zwei intermediäre Integrale (X und 7) einer Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung gegeben, so kann man leicht eine 
Berührungstransformation konstruieren von der Form 

x^ =X{x,y,p), 

Vx = Y{x,y,p), 

Aus der Involutionsbeziehung folgt ja, daß die beiden Gleichungen 

einen Elementverein definieren, wie auch die Konstanten a und b 
gewählt sein mögen. 

Die Größe p^ hat dann den Wert 



dY ^IdY dY\ 






dx dy 

der, wie wir schon wissen, von a und ß unabhängig ist. 

Wegen dieser Eigenschaft, daß man mit Hilfe von zwei inter- 
mediären Integralen X{x,y,p) und V{x,y,p) einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung eine Berührungstransformation kon- 
struieren kann, nennt man die Funktionen Xund T Berührungs- 
parameter. 

§ 17. Anwendung auf DifTerentialgleichungen. 

1. Transformation von Differentialgleichungen. Wir sind nun 
im Stande, die gewonnenen Resultate über Berührungstransformationen 
für die Integrationstheorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung zu verwenden. Dabei soll das Integrationsproblem 
in dem verallgemeinerten Sinne verstanden werden; es sollen also 
a]}e möglichen Elementvereine bestimmt werden, deren Elemente 
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einer zweigliedrigen, durch eine Gleichung zwischen ar, y und p ge- 
gebenen Schar angehören. 

Wendet man eine Berührungstransformation an, so geht die 
gegebene zweigliedrige Schar von Elementen wieder in eine zwei- 
gliedrige Schar von Elementen über (§ 3, 3). Jeder Elementverein 
geht überdies wieder in einen Elementverein über. 

Hieraus folgt aber der Satz: 

Wendet man auf eine Differentialgleichung erster Ordnung eine 
Berührung stransformaüon an^ so gehen die Integralgebilde der gegebenen 
Gleichung in die Integralgebilde der transformierten Gleichung über, 

2. Transformation in eine integrable Form. Hieraus ergiebt 
sich ein Mittel, viele Gleichungen sofort zu integrieren. Es kann 
ja der Fall sein, daß man eine Berührungstransformation kennt und 
angeben kann, welche die gegebene Differentialgleichung in eine 
andere überführt, deren Integralgebilde bekannt sind. Diese be- 
kannten Integralgebilde braucht man dann nur zu transformieren 
mit Hilfe der zur gegebenen Berührungstransformation inversen 
Berührungstransformation, um die Integralgebilde der gegebenen 
Gleichung zu erhalten. 

Eine solche einfache integrable Form ist z. B. die Form 

oder auch 

y = (p (ar). 

Hier sind die Integralgebilde einfach die Punkte der Kurve 

y = yW- 

3. Die CLAlBAüT'sche Gleichung. Wir wollen diese Betrachtungen 
anwenden auf die CLAiBAUT'sche Gleichung 

y' -(p{xy' -y) = Q, 
oder 

p - (p{xp -3/)=:0. 

Hier wenden wir nun die LEGENDRE'sche Transformation an 

a?i = - /? , 

Pi= -X' 
Durch dieselbe geht die gegebene Gleichung über in 

Von dieser Differentialgleichung kennen wir aber die Integralgebilde 
' Es sind die Punkte der durcli die Gleichung da.t^«Ä^\Ä\!Äfövv Yoöx:^^. 

LnoBMAHN, Differentialgleichungen. ^ 
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Zu diesen Integralgebilden kommt noch als Umhüllungsgebilde die 

Kurve selbst hinzu. 

Indem man jetzt die inverse Transformation ausführt, gelangt 

man zu den Vereinen 

1 

Diese Kurven sind gerade Linien 

7/ = — a + x(f{a), 

welche als ümhüllungsgebilde die Kurve einschließen, deren Glei- 
chung man durch Elimination von a aus 

y = — a + x(p{a) 
und 

1 — X (f' (a) = 

erhält. Dieser ümhüllungskurve, d. h. dem Elementverein 

1 — X (p' {a) = , 

i/ + a — xq){a) = 0, 

p-(p{a) = 
entspricht die Kurve 

1 +p^(f' (a) = , 

— x^ — (f {a) = 
oder y^ — a = , 

d. h. (p(^y^) = (p{a)= -x^ 

oder (p (yj) + ^r^ = . 

Dies stimmt mit den früheren Betrachtungen (§ 15, 1): Dem 
Umhüllungsgebilde 

^i+y'(.yi) = 

entspricht das Umhüllungsgebilde der den Punkten entsprechenden 
Geraden. 

Um einen speziellen Fall zu betrachten, wollen wir 



(f{xp-y) = --= 



xp - y 



Vi - {xp - yf 

setzen. Dann sind die Integralkurven gegeben durch 

y -{- a — X ' — = 0. 

^ Vi - a» 



§ 17. Anwendung auf Differentialgleichungen, 



83 



Es sind dies gerade Linien^ welche die Eigenschaft haben, dai5 das 
Yon ihnen durch die Koordinatenaxen abgeschnittene Stück 



]/V + yo' = |/(Vl.-a^)=' + a= 



die Länge 1 hat. 

Das Umhüllungsgebilde dieser Geraden ist gegeben durch die 
Gleichungen 

:P = (l_aa)*, 

y = — a + a{l — a^) = — a® 
oder durch die eine Gleichung 

ar« + / = 1 . 

Die spezielle OLAiBAur'sche 
Gleichung 

(xp - y) 



P- 



— = 




y 1 -(xy - yY 

definiert also gerade Linien, aus 

denen die Koordinatenaxen ein 

Stück von der Länge 1 aus- ^^* 

schneiden, und welche die durch die Gleichung 

gegebene (sternförmige) Kurve umhüllen. 

4. Gleichungen zwischen Berührungsparametern. Die Claibaut'- 
sehe Gleichung ist nur ein Beispiel einer viel allgemeineren Klasse 
von Gleichungen, welche sich leicht integrieren lassen. 

Es sind dies die Gleichungen von der Form 

wo zwischen X und Y die Beziehung besteht 

rx,7] = o. 

In diesem Falle kann man nämlich (nach § 16, 4) eine Berüh- 
rungstransformation 

Pi = P{^yyjp) 



I— ^« iMa^ ■ 
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konstruieren, welche die Gleichung 

überführt in die unmittelbar integrable Gleichung 

Jede Gleichung zwischen Berührung spar ametern kann man also 

unmittelbar integrieren. 

Diese Integration geschieht dadurch^ daß man aus den beiden 

Gleichungen 

^ix,yjp) = (p(a), 

welche immer einen Elementverein darstellen, die Größe p eliminiert. 
Beispiel: Da die Funktionen 



Berührungsparameter sind, so kann man die Gleichung 

integrieren^ indem man aus 

p 1 

die Größe c eliminiert. 

Diese Elimination luhrt auf die Gleichung 

(^ - cf + (y - c)2 = 1 . 
Demnach ist die Lösung der gegebenen Diiferentialgleichnng 



y = c " yi — {x — cY . 

(Die negative Wurzel ist zu nehmen, weil für y' = die beiden Be- 
dingungen :r = c, y = c — 1 erfüllt sein sollen.) 
Man kann dies leicht verifizieren: Es wird 






= ar — c, 



also 

y' 

Vi + y"' 
und ebenso 



y + V, 1 '. = '■- 1^' - (•"■ - "f + 1^1 - (*• -«)"' = <^- 



yi + 2/ 
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Also haben wir hier wirklich durch das angegebene Eliminations- 
veriEahren (ohne daß wir eine Integration auszufiihren brauchten!) 
die Lösung gefunden. 

5. Die verallgemeinerte CLAiBAüT'sche Gleichung. Bei den Glei- 
chungen zwischen Berührungsparametern ergab sich die Integration 
durch Transformation in die einfache Form 

x = <p{y). 

Eine andere Möglichkeit der Integration bietet sich, wenn es gelingt, 
eine Berührungstransformation anzugeben, durch welche die gegebene 
Differentialgleichung in eine einfachere übergeht, z. B. in eine lineare. 
Hierhin gehört die verallgemeinerte CLAiRAUT'sche Gleichung 

welche durch die LEGENDBE'sche Transformation übergeht in 

-Pi -{^iPi -yi)A-^i)-?^(-^i) = ö 

oder 

^1 ^(i-\'X,f{-x,)) {i + x,f(-xy 

also in eine lineare Differentialgleichung. 
Beispiel: Gegeben sei die Gleichung 

P 
Durch Anwendung der LEGENDBE'schen ^iVansformation erhält man 

hieraus 

p, = M_:r 2^0. 

^1 Xi 1 

Von dieser Gleichung ist die Lösung * 
Wendet man nun auf die Formeln 

wieder die LEGENDBE'sche Transformation an, so kommt 

arj9 — y = cp^ — P^ j 
— ar= — 2cp + Sp^. 

Durch Auflösung erhält man 

X =:2cp — 3p^, 
y r= c/>* — 2;?'. 
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Man kann leicht nachweisen, daß diese Gleichungen die Lösung der 
gegebenen Differentialgleichung darstellen. 
In der That folgt aus ihnen 



dy __ dy ^ dx _^ 2 e p — & p^ ^ 
dx"^ dp ' dp ~^ 2c — 6p ""-^' 



femer aber ist 



X — — p^ = 2c p — 3/?^ ^-^ ^-^ ^ p^ = 0. 

6. Die Fußpunktknrven von Kreisen. Wir wollen auf die Diffe- 
rentialgleichung 

die Transformation 



y = 



a?i + 2piyi -iCiPi' 



2^1 - 2a;iPi - yjPi^ 

anwenden, welche zur Fußpunkttransformation (§ 15, 6) invers ist. 
Durch Ausführung der Transformation erhält man: 

{^i+^Pi^i -^iPi^){yi-^iPi -Pi)-{yi-^^iPi -yiPi^iPiii/i -^iPi) + 1) 
= (yi -^iPi){^ +Pi^){^i +yiPi- !)• 

Die der gegebenen Gleichung entsprechende erhält man, indem 
man einen dieser drei Faktoren gleich Null setzt. Man darf weder 
den ersten noch den zweiten Faktor nehmen, denn die Gleichung 

yi-^iPi = 



führt auf 

und die Gleichung 

auf 

« 

Die Gleichung 

^'i +yiPi -1=0 
kann man sofort integrieren und erhält die Gleichung: 



ar = y = 
1 +/>,* = 
X = y = CO. 



Diese Gleichung stellt konzentrische Kreise dar mit dem gemein- 
samen Mittelpunkt 

^1 = 1» yi = 0. 
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Wenn man nun wieder die inverse Transformation — also die 
Fußpunkttransformation — ausführt, erhält man die Integralkurven 
der gegebenen Gleichung. 

Die gegebene Gleichung stellt also die Fußpunktkurven der Kreise 
mit dem Mittelpunkt ar = 1 y = dar. 

Wir können auch die Gleichung der Integralkurven der ge- 
gebenen Gleichung erhalten, indem wir in den Transformations- 
gleichungen einsetzen 



Es kommt dann 



I/l 


= 


yc 


-(^1- 


-^)^ 


Ih 


= 


' 


l-x. 


• 


Vc 


-(Xi - 


1)» 


X = 


(1 


- »1 


)(1 - X, 


-c) 






c 

1 ^ 


> 



Diese Gleichungen geben also eine Darstellung der genannten Kurven- 
schar. Erteilt man der Konstanten c einen bestimmten Wert, wäh- 
rend man x^ variieren läßt, so erhält man eine bestimmte Kurve 
aus dieser Schar. 



§ 18. Die singulären Lösungen. 

1. über die Möglichkeit sing^lärer Lösungen. In dem Existenz- 
beweis für die Lösungen von gewöhnlichen Differentialgleichungen 
haben wir auch den Fall der impliciten Differentialgleichung /'(ar,y,?/')= 
besprochen. Dabei war zum Beweis der Existenz der Lösung not- 
wendig, daß der Differentialquotient 

dl 

an der betrachteten Stelle von Null verschieden ist (§ 8, 1). 

Es giebt nun aber Lösungen von impliciten Differentialgleichun- 
gen, für die dieser Differentialquotient verschwindet Betrachten 
wir z. B. die Differentialgleichung 

/'(^>7A.y)=4y-;/2 = 0, 

so lautet die allgemeine Lösung 

3^ — (x — a)2 = 0. 
Es ist nämlich 
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und 

4y - y'2 = 4{x - a)a - 4(ar - af = 0. 

Für diese Lösung ist außerdem 

also von Null verschieden (wenn nicht gerade x = a ist). 

Außer dieser allgemeinen Lösung aber existiert noch die Lösung 

Für diese Lösung ist 

Wir haben also eine Lösung, deren Existenz mit Hilfe des früheren 
Existenztheorems nicht nachgewiesen werden kann. Solche Lösungen 
wollen wir singulare Lösungen nennen. 

Die Frage nach den singulären I<üsungen ist nicht nur der 
Vollständigkeit wegen wichtig, sie muß nicht allein deswegen auf- 
geworfen werden, weil das Integrationsproblem es erfordert, alle 
Lösungen zu finden; sie ist vielmehr auch deswegen wichtig, weil 
bei einigen Differentialgleichungen nur die singulare Lösung die 
einzige interessante ist. 

Stellen wir uns z. B. die Aufgabe, diejenige Kurve zu bestimmen, 
welche die Eigenschaft hat, daß die Koordinatenaxen aus jeder 
Tangente ein Stück ausschneiden, dessen Länge gleich ist der Längen- 
einheit, so kommen wir auf die CLAiEAUT'sche Gleichung 

P^ (1 - [xp - yf) - {xp - y)2 = 1. 
Die allgemeine Lösung lautet (vgl. § 17, 3) 

y + a , = U 

und definiert jene Geraden. Die eigentlich interessante Lösung ist 
aber das Umhüllungsgebilde der Geraden, nämlich die Curve 

Für diese Lösung verschwindet aber der Ausdruck: 
— If - = 2{p(l - (xp - y^) - p^x(xp ^ y)- x{xp - y)} 

= 2|(^J0-y){- 2xp^ +py--x}+p^. 
Denn setzt man hierin die Werte 

x={[---tYK y = ^^ p = -t{i --tY' 
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, so kommt 



dp 

Bei dieser Differentialgleichung ist also gerade die eigentlich 
suchte Lösung singulär. 

2. Rationale irreducible Differentialgleichiingen. Bei der Frage 

ach den singulären Lösungen wollen wir uns auf solche Gleichungen 

beschränken, bei denen die Funktion ({x^y^y) eine ganze rationale 

BNinktion ihrer Argumente ist. Überdies soll diese Funktion irredu- 

cilel sein ; d. h. die Funktion soll nicht für alle Werte von x^ y 

und y sich in Faktoren zerlegen lassen. 

Ausgeschlossen ist daher z. B. eine Gleichung von der Form 

Denn diese Gleichung läßt sich schreiben 

Wid das Integrationsproblem kommt darauf hinaus, entweder die 
Gleichung 

y' __ (ar - y) = 



oder die Gleichung 

«u integrieren. 
Die Gleichung 



3^' + (^ - y) = 



dagegen gehört mit zu den betrachteten Gleichungen, denn sie läßt 
\ sich nicht, wenn x, y und y' beliebige Werte haben, in ganze Funk- 
f tionen zerlegen. 

3. Bestimmung der singulären Lösungen. Aus der Definition 
der singulären Lösung ergiebt sich die folgende Regel zur Be- 
stinimung derselben: 
Man berechne aus 

n^.;/,y') = 

und 

^ y und y als Funktionen von x. Erfüllen die erhaltenen Lösungen 

\ y =yW> 

axLch noch die Bedingung 
\ MO ist y ^ ip{x) eine singulare Lösung. 
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Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach: Weil nämlich 

f(x, (f {x), tf (ar)) = f{x, (f (x\ (f {x)) = 

ist, so ist die erhaltene Funktion eine Lösung, und weil 



'f =0 



d <pi ix) 

ist, so ist diese Lösung singulär. 

Die Bedingung 

(p'{x) = (p^{x) 

läßt sich häufig durch eine andere Bedingung ersetzen. 
Es ist nämlich 

und daher auch 

ax ^ d(p ^1 ö (jpj 
und außerdem -^ = 0. Hieraus folgt 

1^+9'' 1^ = 

ox ^ d(p 
Ist also 

SO ist ()pj = ff, wir haben eine singulare Lösung, wenn nicht etwa 

-^ = -^- = 
d X d (p 

ist. Dann nämlich würde die Gleichung 

Tx + ^1 ö^- - ^ 

die Funktion (f> gar keiner Bedingung unterwerfen. 
Hieraus folgt also das Resultat: 
Bestimmen die beiden Gleichungen 

-^ = 

y und y als Funktionen von x 

y^fp(x), y=(f\{:c), 

so stellt y = (p{x) sicher dann eine singulare Lösung dar, loenn noch 

dx ^^^ ' oy 

verschivindet und die beiden Differentialquotienten nicht auch gleichzeitig 
verschwinden. 
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ibrigens hieraus noch, daß eine Differentialgleichung 
Form im allgemeinen keine singulare Lösung hat, 
nchungen 




dx ^y dy ^' 



dyf 
keine gemeinsamen Lösungen von der Form 

y = 9^1 W 
^L*n. 

spiele von singulären Lösungen. 

;ir y = und y' = auch ^-y = — 2y' = 0. 
ür ist 

ox ^ y ^ 

^ und ^r^ beide verschwinden. ?/ = ist also eine 

ox dy *^ 

Lösung. 

fWu^y) =y^ + ^-y = ^ 

-fl = 3/2 = 

dy ^ 

y = 0, ar-y = 0. 
ist die Gleichung 

l^ + vlZ^O 
llt^ also ist 

;uläre Lösung. Man hätte dies auch direkt daraus ersehen 
aß die beiden Gleichungen 

y =0 

rsprechen. 



92 Zweites Kapitel: Oewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnimg etc. 



Das angegebene Verfahren führt auf die Gleichungen 

By'2 = 

und wir erhalten die singulare Lösung 



Das zweite Kriterium 



'^+yl4-o 



dx ^ dy 

würde hier die Entscheidung nicht geben können, da für ar = so- 
wohl -^ wie -^ verschwindet. 
ox oy 

4) y'^-{y- =>:? = 0. 

Hier liefern die Gleichungen 

ys _ (y _ ^)2 = 
und 

das Resultat 

was keine singulare Lösung darstellt, da die Gleichungen 

y = X und y = 
sich widersprechen, 
übrigens ist 



öf 



+ 2/':ä^ = für y = x. 



dx dy 

Man kann also hier das zweite Kriterium ebenfalls nicht anwenden. 

5. Die singnlären Lösungen als Enveloppen. Die singulären 
Lösungen haben eine einfache geometrische Bedeutung. 

Wir wollen die Enveloppe der Schar der Integralkurven 

y = 9? (x, a) 
der gegebenen Differentialgleichung 

f{=',y,y') = 

bestimmen, welche eine singulare Lösung hat, für die. -^ und -^ 

nicht beide verschwinden. 

Man erhält bekanntlich die Enveloppe durch Elimination von a 
aus den beiden Gleichungen 

y- 9)(ar,a)=0, 

d— \j • 
a 
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Andererseits ist, wenn man y = 9>(^, a), y' = ^- setzt, 



und daher auch 



IL ly^ + IL . 1^ =, 0. 

dy da dt/ da 



Wenn also ^-^ = ist, so ist auch -^-^ = . (Der Faktor -^ 

dy ' da ^ dy 

verschwindet nicht, wie wir annehmen wollen; denn der Fall, daß 

-If . 0, UB. sich durch geeign..» W.U de. Koorfinatens,».... 

vermeiden.) Hieraus folgt also, daß unter den gemachten Voraus- 
setzungen die Enveloppe mit der singulären Lösung identisch ist, 

weil sie eine Lösung ist, für welche die Gleichung ^7 = erfüllt ist. 
6. Beispiele: 

1) y-y'« = 0. 

Die Integralkurven sind die durch die Gleichung 

y = (ar - af 

dargestellten Parabeln. Diese Parabeln berühren alle die ar-Axe, 
denn es ist für 7/ =z 0{x = a) 



^ = 2(x-a) = 0, 



und 



dx 



dq> 



iX.-0 



da ^ ' 

Wir haben auch schon bewiesen, daß die y-Axe wirklich die singu- 
lare Lösung darstellt (s. Fig. 11). 

2) y» -y-y = 0. 
Hier lautet die allgemeine 
Lösung 

y = (ar - a)* . 

Die Integralkurven sind 
also semikubische Para- 
beln, welche die y-Axe 
berühren; denn für y = 
ist a: = a und 




Fig. 16. 



y' = |(^-a)^ = o. 

Die y-Axe ist also Enveloppe der Integralkurven. Wir haben auch 
früher festgestellt, daß sie die singulare Lösung ist (vgl. Fig. 16). 
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Die allgemeine Lösung lautet 

y == a(ar-a)2, 
und die Gleichungen 

4^- = (a: - a)2 - 2 a(ar - a) = 
da ^ ' ^ ' 

geben die beiden Enveloppen 

y = o 

und 

y ■" 27 ' 

Ebenso wird man durch Elimination von y' aus 

y3_4:ry/ + 8y2 = 
und 

3y'2_4^y = 

entweder auf y = y = oder auf 

und 

d. h. 

(y? = 4y* 
oder 

(y')<'=16/, 



27 

geführt. Bei dieser Differentialgleichung ist es interessant, daß man 
die eine singulare Lösung 

y = 

auch dadurch erhalten kann, daß man der Integrationskonstanten a 
den Wert Null erteilt. 

7. Die Wendepunkte der Integralkurven. Sind die drei Glei- 
chungen 

dx ^y dy ' 
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'"^t (wenn niclit -^ 

O X 

'• eine Enve- 



utiing der 



-. 



• dy 
Null verschieden ist, so verschwindet 

;ilkurve hat einen Wendepunkt (im all- 
.. „im allgemeinen" ist deshalb notwendig, 
lieh y'" verschwinden könnte und der Punkt 
rkt mehr zu sein braucht 

. der Integralknrven. Die (xleichungen 

If =0 

dl ^^ ^ 
y 

\\ eine Kurve, welche der Ort derjenigen Punkte ist, 
^ Integralkurven gewisse Singularitäten haben. Um zu 
IC Singularitäten dies sind, wenden wir die LEGENDKE'sche 
ttion an. 
Ii dieselbe geht 

an 

dp 
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ist, so ist 

dxi dp dpi dp dpi dp dx^ "* dyi 

Die beiden Gleichungen 

/iK»yi»7^i) = 



und 






geben aber den Ort der Wendepunkte der IntegralkuiTen von 
an. Um also die Bedeutung der beiden Gleichungen 



zu erkennen, brauchen wir nur zu untersuchen, wie sich die W 
punkte einer Kurve bei der LEGENDRE'schen Transformation abl 
Untersuchen wir zu diesem Zweck die Kurve 

y = — ar» + . . . , 

wo die nicht hingeschriebenen Glieder von mindestens vierter 
nung sind. 

Wir haben dann noch 

p = — 3x^ + ... . 
Durch die LEGENDKE'sche Transformation erhält man 

— aTj^ = — ^Pi ■!"•••> 
^p =x, 

d. h. 

OTj = + ö /?j + • • • ; 

Für /?! = ist also 

^A=o und 4-^1 = 0, 
dp, dp, 

d. h. die transformierte Kurve bat eine Spitze, deren Tangen 
X'Axe ist. Dem Wendepunkt entspricht also eine Spitze, und 
aus folgt der Satz, daß (im allgemeinen) die beiden Gleichunj 



§ 19. Die singulären Punkte. 



97 



IL 

dy' 



= 



den Ort der Spitzen der Integralkurven definieren. 
9. Beispiel. Gegeben sei die Gleichung 

Die Integralkurven haben die Gleichung 



y =^ c + ^{x y l — x^ + aresin x) . jc.- r * 

Sie haben Spitzen auf den beiden 
Geraden ar = ± 1 und Wende- 
punkte auf der Geraden ar = 
(s. Fig. 17). 

In der That ist auch für 
X = ±\ und y' == 

df 



dyf 



= 2y=o. 




>y.o 



Fig. 17. 



Entsprechend hat man für ar = und y = ± 1 



und 



ax ^ dy 



Beide Eesultate sind in Einklang mit den abgeleiteten Sätzen. 



§ 19. Die singulären Punkte. 

1. Definition der singulären Stellen. Wir haben schon in § 18 
das Verhalten der Lösungen an solchen Stellen untersucht, wo der 
Existenzbeweis seine Gültigkeit verliert. Es waren das bei den 
impliciten Differentialgleichungen diejenigen Wertsysteme ar, y, für 
welche die Gleichungen 



df 



dy 



r = 0, 



dx ^ dy 

gleichzeitig erfüllt waren. 

Wir wollen jetzt andere Singularitäten untersuchen, welche sich 

LnEBMAiTN, Differeatialgleichangen. *V 
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dadurch ergeben, daß die beiden analytischen Funktionen X{x,y). 
und Y{x^y\ welche als Koeffizienten in der DiflFerentialgleichung 

auftreten, gleichzeitig verschwinden. Das Koordinatensystem wollen 
wir verschieben, so daß die singulare Stelle mit dem Koordinaten- 
anfang zusammenfällt. 

Die Differentialgleichung hat dann also die Form 

dy __ gg a; + feg y + ... 
dx ~ a^x + h^y + . , , 

Um das Verhalten der Integralkurven in der Nähe des Koordinaten- 
anfangs zu untersuchen, begnügen wir uns mit der Untersuchung 
eines einfachen Falles, nämlich der Gleichung: 

dy __ gg a; -f feg y 
dx a^x + b^y 

2. Normierung der Differentialgleichnng. Um die Differential- 
gleichung 

, _ ff g a; + feg y 
^ aix + b^y 

zu untersuchen, wenden wir eine lineare homogene Transformation an: 

mit Hilfe deren wir die Differentialgleichung auf die einfache Form 

dyx ^ ^y^^ f^Vi 
a x^ x^ A S/j 

bringen wollen. 

Die Bestimmungen der Koeffizienten cc^, ß^, a^, ß^ gelingt am 
einfachsten, indem man für die gegebene gewöhnliche Differential- 
gleichung die äquivalente homogene, lineare, partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung einsetzt (§ 4, 3), also die Gleichung 

Soll nun diese Gleichung durch die lineare homogene Substitution 
die Form 

bekommen, .so müssen die beiden Gleichungen 

+ -^[«»K* + hy) + ÄK* + hy)] = o 
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^^ind 



Xx, 






öyi. 



1 dx, 

xintereinander identisch sein. 

D. h. also^ es müssen die Relationen bestehen: 

a, {a^x + b^y) + ß^{a^x + b^y) = X{cCy^x + ß^y), 

a^{a^x + b^y) + ß^ {a^ x + b^y) := fi{cc^ x + ß^y). 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt noch 

«^1 («1 — ^) + /^i «2 = *^ > 
^i*i+/?i(*2-^) = 0, 
und ans den letzten beiden 

Damit man also wirklich eine Transformation erhält, müssen 
demnach X und jU die beiden Wurzeln der Gleichung 

sein. 

Sind nun die beiden Wurzeln von einander verschieden, 
so kann man die Größen ccy^y cc^, ß^, ß^ so bestimmen, daß die 
D e tenninante 



= 



Dix,y) 



a^ß^ 

«2^ 



von Null verschieden ist, und hat also dann die Gleichung auf 
die Form 

reduziert Sind die beiden Wurzeln reell, so werden y^ und x^ auch 
reelle lineare Funktionen von x und y. Sind sie dagegen konjugiert 
imaginär, so werden auch y^ und x^ konjugiert imaginär. 

Fallen die Wurzeln zusammen, so gelingt die soeben aus- 
gefülirte Reduktion nicht. Man kann dann aber folgendes Verfahren 
anwenden : 

Zunächst bestimmt man a^ und ß^ so, daß die Gleichung 

«1 («1^ + h^y) + ßi (a^x + b^y) =^l[cc^x + ß^y) 

erfüllt ist Man kann hierauf a^ und ß^ immer noch so bestimmen, 
daß die Gleichung 

^%Qh^ + Ky) + Ä (^ ^ + ^2^) = i^K ^ + ßi 2/) + ^K ^ + ß^y) 
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erfüllt ist Es muß dann nämlich sein: 

«2 («1 - -^) + Ä «2 = i^ «1 > 

«2^ + /?2(*2 ->^) = iW/?i- 

Hier kann man nun noch fi so bestimmen, daß die Determinante 

nicht verschwindet 
Also erhält man: 

Hieraus erhält man, wenn man 

yi = ^^2 

setzt, die Normalform 

äVt a;, + y, 

■ ■■!■ M ~ ^ ' . ._ - - a 

Die Eeduktion läßt sich nur dann nicht durchführen, wenn 

«2 = ^1 = ^2 — ^1 = 
ist 

Dann hat die Gleichung von vornherein die Form 

dy y 

dx X 

8. Der Fall zweier verschiedener reeller Wurzeln. Wir be- 
handeln nun die verschiedenen Fälle der Reihe nach, und zwar zu- 
nächst die Normalform 

dy _ ^ y 

— — — a — » 
dx X 

WO a eine positive Zahl und größer als 1 ist (ist a positiv und 
kleiner als 1, so braucht man, um auf unseren Fall zurückzukommen, 
nur X und y zu vertauschen). 

Die Integralkurven sind dann gegeben durch die Gleichung 

Sie gehen alle durch den Koordinatenanfang und berühren in ihm 
die ar-Axe. 

Außer diesen Kurven hat man also noch die or-Axe selbst (wenn 

man c = setzt) und die y-Axe (wenn man — = setzt) als Inte- 
gralkurven (s. Fig. 18). Man nennt diese Punkte Knotenpunkte. 
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Ist das Verhältnis der Wurzeln negativ, so bekommt man die 
Integralkurven 



y = car 



— o 



Das sind Kurven, welche die beiden Axen zu Asymptoten haben 
(für a = — . 1 bekommt man z. B. gleichseitige Hyperbeln). Die 
Axen selbst sind auch in diesem Fall Integralkurven, und zwar die 




>y.-a 




yo 



Fig. 18. 

einzigen, welche durch den Koordinatenanfang gehen. — Man nennt 
diese Singularität einen Sattelpunkt, weil die Horizontallinien auf 
einer Karte in der Nähe eines Gebirgssattels dieses Verhalten zeigen 
(8. Fig. 19). 

4. Zwei verschiedene imaginäre Wurzeln. Hat die Gleichung 
die Form 

dxi Ixi 

WO sowohl x^ und y^ wie fi und X konjugiert imaginär sind, so 
setzt man 

X^ a + iby :^i= i + irj, 

wo jetzt a und b reelle Konstanten sind und | und rj reelle lineare 
Funktionen von x und y. Durch diese Substitution erhält die Glei- 
chung die Form 

dS (a — tb){S — i i) 






(a + ib){S + irj) 



woraus man durch Umformung leicht erhält: 



drj 
di 



ar^ + bS 



aS — brj 

Auf der rechten Seite kann man noch mit b Zähler und Nenner 
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dividieren (da b von Null verschieden ist) und bekommt^ indem man 
für -|- einfach a setzt, die Normalform 

dy X ■{- ay 
dx ax — y 

Die Integralkurven haben die Gleichung 

y 
oarctg-^ 



yar« + y2_ce ''=0, 

oder, wenn man Polarkoordinaten einführt, indem man 

X = Q cos (p , 

y = () sin gp 
setzt, so erhält man 




yc? 



X=(7 




y-o 



Fig. 20. 



Fig. 21. 



d. h. die Gleichung von logarithmischen Spiralen, welche sich dem 
Koordinatenanfang nähern. Eine solche Singularität bezeichnen vdr 
als Strudelpunkt (s. Fig. 20). 




JC'O 




Fig. 22. 



Fig. 23. 



Ist ö = 0, so werden aus den Spiralen Kreise, wir haben einen 
Wirbelpunkt (s. Fig. 21). 

5. Zusammenfallende Wurzeln. Bei zusammenfallenden Wurzeln 
haben wir entweder die Normalform 

d_y __ X + y 
dx X 
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und bekommen die Integralkurven 

y = ar(c + logar), 

welche im Koordinatenanfang die y-Axe berühren (s. Fig. 22), oder 

die Gleichung 

dy y 
dx X 

In diesem Falle sind die Kurven gerade Linien durch den Koordi- 
natenanfang (Fig. 23). 



Drittes Kapitel. 

Differentialgleichungen höherer Ordnung 
und Systeme von gewöhnlichen Differential- 
gleichungen. 

§ 20. Erweiterte Berührungstransformationen und gewöhnliche 

DilTerentialgleichungen zweiter Ordnung. 

1. Die Krümmungselementvereine. In § 14 hatten wir das 
Integrationsproblem der gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung in folgender Weise formuliert: Es sollen alle Linienelement- 
vereine gefunden werden, deren Elemente der durch eine Gleichung 

definierten Schar angehören. Diese verallgemeinerte Auffassung des 
Integrationsproblems erwies sich als vorteilhaft bei der Anwen- 
düng von Berührungstransformationen. Ähnlich wollen wir jetzt den 
Begriff „Krümmungselement" einführen. 

Unter einem Krümmungselement einer ebenen Kurve in einem Punkte 
verstehen wir den Inbegriff der vier Großen x, y, g\ y" , 

Mit Hilfe dieser vier Größen ist nämlich der Punkt der Kurve, 
die Tangente in diesem Punkte und der Krümmungsradius 



(> = 



(1 + /^* 



y" 



bestimmt; darauf deutet die Bezeichnung Krümmungselement. 

Wir wollen y' mit/?, y" mit q bezeichnen und müssen dann die 
Krümmungselemente einer Kurve darstellen durch die Gleichungen: 

dy 
dp 
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Hier erfüllen nun x, y, p und g die Gleichungen 









dy 
dx 


dx 
Pdx' 


= 0, 












dp 
dx 


dx 
-Idx 


= u. 






Wir wollen jetzt 
Die Gleichungen 


die 


folgende allgemeine 
X ^ x ^Ci • • • r. j y 


Definition 


aufstellen: 








y = 


■y^x •• 


• 0> 












p = 


p{t^ .. 


•K)> 







y = y (^ • • • ^fe) 

stellen einen Krümmung selementoer ein dar^ wenn die Relationen 

^ y ö* t\ /' 1 i\ 

-^-p-jü^^ (i=i...Ä), 

dp dx n / • 1 i\ 

-Jü-^TÜ = '^ («=1...Ä) 

erfüllt sind, 

2. Die verschiedenen Arten von Vereinen. Wir können jetzt, 
ähnlich wie dies früher (§ 13, 4) bei den Linienelementen geschehen 
ist, auch die verschiedenen Klassen von Vereinen aufstellen, welche 
man aus Ejrümmungselementen bilden kann. 

Bezeichnen wir das Linienelement xyp als den Träger des 
Krümmungselementes xypq^ so gilt zunächst folgender Satz: Die 
Linienelemente, welche die Träger der Krümmungselemente des Vereines 
sind, müssen selbst einen Verein von Linienelementen bilden (wegen der 

Gleichungen 

dy dx ri\ 



dti ^ dti 

wenn nicht etwa alle Elemente denselben Träger haben. 
In diesem letzteren Falle ist also 

q kann beliebig gewählt werden; alle Krümmungselemente, welche das- 
selbe Linienelement als Träger haben, bilden also einen Verein, 

Nimmt man nun zweitens an, daß die Träger die Linienele- 
mente einer Kurve sind, so hat man 

p=^r{x) 
und daher 
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Eine zweite Art von Fereinen bildet also die Gesamtheit der 
Krümmungselemente einer beliebigen Kurve, 

Nimmt man endlich an, daß alle Linienelemente selbst wieder 
denselben Punkt als Träger haben, so muß man zu anderen Koor- 
dinaten greifen; man muß an Stelle von q einführen 



Ein Verein von Krümmungselementen ist dann gegeben durch 

die Gleichungen 

X = x{t) , 

p=p{t), 
r = r{t), 
s==s {t) , 
wo die Relationen bestehen: 



dy 
dt 


— 


dx 

Pdt 


= 


0, 


dx 

r — 

dt 


— 


dp 

'ät 


= 


0. 



Soll x =■ Xqj y =^ yQ und p beliebig sein, so ergiebt sich 

5 = 0. 
Die drei Gleichungen 

X =- x^^ 

y = y » 

5 = 

stellen dann einen Elementverein der dritten Art dar (wir wollen 
ihn einen nichtregulären Krümmungselementverein nennen oder 
auch Punktkreis); er ist gleichsam ein Kreis mit dem Eadius Null. 

Uemnach haben wir drei Klassen von Krümmungselementver- 
einen: Diejenigen, deren Elemente ein Linienelement als gemein- 
samen Träger haben; die Elemente einer Kurve; endlich Punktkreise. 

3. Oskulation von zwei Erümmungselementvereinen. Die Er- 
weiterung des Begriffes Krümmungselement durch Mitberücksich- 
tigung der ausgearteten Elemente und der aus ihnen gebildeten 
Vereine bringt es mit sich, daß wir auch den Begriff „Oskulation 
zweier Kurven in einem Punkte" erweitern (vgl. § 13, 5). 

Zwei Krümmungselementvereine oskulieren sich, wenn sie ein gemein- 
sames Krümmungselement haben. 
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Beispiele: 1. Die Kurve (Fig. 24) 
die Gerade 

oskulieren sich in dem Element 

2. Die Kurve (Fig. 25) 




y-x- 



Fig. 24. 




-X 



Fig. 25. 




K,m\f mO 

Fig. 26. 



und das Linienelement 

o: =y =/? = 

oskmlieren sich in dem Krümmungselement 
x = y =;? = 0, -^= 1. 

3. Die Kurve (Fig. 26) 

\ 

und der Punktkreis 

ar = y = « = 

oskulieren sich in dem Element 

4. Das Integrationsproblem gewöhnlicher Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. Die früher gegebene Fassung des Integrations- 
problems ergiebt für gewöhnliche Differentialgleichungen zVeiter 
Ordnung die Aufgabe, alle Integralkurven (welche nach § 9, 5 eine 
zipveigliedrige Schar bilden) zu bestimmen. Nachdem wir jetzt den 
Begriff „Krümmungselementverein" eingeführt haben, werden wir das 
Problem etwas allgemeiner fassen: 

Oegeben ist eine Gleichvng 

JUan sott alle Integrcdgehilde , d, h, aUe aus Krümmungselementen der 
durch die Gleichung bestimmten dreigliedrigen Schar gebildeten Vereine 
angeben. 

Auch wollen wir, um noch allgemeiner zu verfahren, an Stelle 
von q den Quotienten — einführen, so daß wir Gleichungen be- 



kommen, die in r und s homogen sind. 
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Die Einführung der Größen r und s ist deshalb notwendig, 
damit auch die ausgearteten Integralgebilde (die Punktkreise) nicht 
außer Betracht gelassen werden. 

Zum Beispiel stellt die Gleichung 

-y.o 

die Kreise der Schar 

Fig. 27. 

{x — a)» + y> = c^, 

d. h. alle Kreise, welche ihren Mittelpunkt auf der x-Axe haben, 
dar (Fig. 27). Damit die Differentialgleichung auch die Punktkreise, 
deren Mittelpunkte auf der x-Axe liegen, mit darstellt, muß man 
r und s einführen. Dadurch erhält die Differentialgleichung die Form 

(1 +p^s+yr=^0. 

Hier kann man aus der Gleichung unmittelbar ablesen, daß die 

durch die Gleichungen 

y = .? = 

definierten Punktkreise mit zu den Integralgebilden gehören. 

5. Erweiterung von Berühnmgstransformationen. Wie wir (in 
§ 15, 2) durch Erweiterung von Punkttransformationen zu Be- 
rührungstransformationen gelangten, so gelangen wir zu Trans- 
formationen, bei denen jeder Krümmungselementverein wieder in 
einen Verein übergeht, wenn wir die Berührungstransformation in 
geeigneter Weise erweitern. 

Ö-egeben sei also eine Berührungstransformation durch die Glei- 
chungen 

x^^ X{x,t/,p), 

p^=^P{x,y,p). 
Können wir durch Hinzufügen einer geeigneten Gleichung 

91 = Q(^>!/jP,9) 

erreichen, daß jeder Krümmungselementverein vneder in einen Verein 
übergeht? 

Damit dies der Fall ist, muß die Gleichung 



dP 

dt 



^dX (dy dx\ , (dp dx\ 
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erfüllt werden, d. h. es muß sein: 

dP ^dX 

dP QdX_ 

dy ^ dy '^^^^ 

dP_ r)SX_ 
dp ^dp^^^' 

Hieraus ergiebt sich 



dP dP dP 



O — ^^ ^^ ^P 

^~ dX dX dX ' 

um nun zu zeigen, daß die durch Hinzunahme der Gleichung 

dP dP dP 

-^P-E-ir + ? 



^ dx dy dp 

^1 ""Tz Wx TY 

ergänzte Beriihrungstransformation immer noch regulär ist, müssen 
wir nachweisen, daß die Determinante 

von Null verschieden ist. 

Das folgt nun sofort daraus, daß diese Funktionaldeterminante 
den Wert hat 

dq ' D(p,y,x) 
und die beiden Faktoren dieses Ausdrucks von Null verschieden sind: 
Erstens nämlich ist, weil ja die gegebenen Gleichungen der 
Voraussetzung nach eine Berührungstransformation definieren, die 
Funktionaldeterminante 

^ iPu Vi ai) 

von Null verschieden, und zweitens ist ' 

dP \dX dX dX\ dXidP dP dP 



-^ P-^T. + q 



dqi ^ dp \dx dy dp] dp \dx 

~dq ^ TdX dX dX\ 



j dp \dx dy dpi 



IdX dX dXy 
also von Null verschieden.^ 



^ [P, X] kann nicht verschwinden, da wegen des Yerschwindens von [YyX] 
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Demnach haben wir also das Ergebnis: 

Erweitert man eine (reguläre) ßerührungstransformation 

Xj = X(.r, y, p) , 

p^=^P{x,y,p), 
indem man die Gleichung 

dP . dP dF 



dx d y dp 

hinzufügty so erhält man eine Transformation, welche jeden Verein von 
Krümmungselementen wieder in einen Verein überführt. 

Ferner folgt: 

Krümmungselementoereine y welche sich oskulieren, gehen wieder in 
Vereine über, welche sich oskulieren. 

6. ' Beispiele. 

a) Erweiterung der Legbndee' sehen Transformation. Das Ver- 
fahren der Erweiterung führt bei der LEGENDRE'schen Transformation: 

auf die weitere Formel 

- 1 1 

Wenn man endlich an Stelle von q die Größen r und s einfuhrt, so 
bekommt man die folgenden Transformationsformeln 

Vx^^P-yy 

Äj =• ar , 
in denen a eine beliebige Größe ist. 



(§ 16, 1) und von \X,X\ sich sonst ergeben würde, daß die Funktionaldeter- 
minante 

^ (P, y, ^) 
den Wert Null hätte, was den Voraussetzungen widerspricht. 



ehzeitig sowohl anf die Gleichung wie auf die Integral- 
ie BerOhruDgstraasformation anvendet, eine neue Gleichung 
)h auch ihre Integralgebilde konatroieren. 



112 Drittes Kapitel: Differentialgleichungen höherer Ordnung etc. 
Beispiel 1: Wendet man auf die Gleichung 

5 = 0, 

welche die Punktkreise darstellt, die LsGENDBE^sche Transformation 
an, so erhält man als neue Gleichung 

r = , oder y" = . 

Aus den Integralgehilden 

X = a , 

y =.b 

erhält man 

^1 = —Pf 

als die geraden Linien der Ebene. 

Die Integralgebilde von y" = sind also die Geraden (was man 
leicht auch direkt verifizieren kann). — 

Beispiel 2: Wendet man auf ä = die Dilatation an, so be- 
kommt man die Gleichung 



1 
Vi = 



tr 



oder 



(i+y/")"* 



Vi 



tt 



(1 + Vi^)^ 



= 1. 



Andererseits führt diese Transformation die Punktkreise über in die 
Curven 

d. h. in die Kreise mit dem Radius 1. 

Man kann leicht auch direkt bestätigen, daß diese Kurven die 
Integralgebilde der transformierten Gleichung sind. 

Beispiel 3: Wendet man auf die Gleichung 

8 = 

die Fußpunkttransformation an, so verwandeln sich die Punktkreise 
in die durch die Gleichung 

9i (yi' + ^i") + 2 (y, - ft *i) (1 + Pi^) = y/' (yi'' + x^^) 

defimerten Kurven. 

Diese Kurven müssen aber, wie die charakteristische Gleichung 
(§ 15, 6) 

^'i^ + yi^-^^i -yyi = 

lehrt, die durch den Koordinatenanfang gehenden Kreise darstellen. 
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Das kann man leicht bestätigen. Eliminiert man nämlich aus 

2K +yi'yi)-^-yyi' = o, 

die Größen x und y, so erhält man die Dififerentialgleichung wieder. 



§ 21. Singulare Lösungen von gewöhnlichen DIfrerentlaiglelchungen 

zweiter Ordnung. 

1. Definition der sing^ären Lösung. Ahnlich wie bei den 
Differentialgleichungen erster Ordnung finden sich auch bei denen 
Z'weiter Ordnung zuweilen Lösungen, deren EJxistenz nicht aus den 
allgemeinen Existenzsätzen sich folgern läßt 

Wenn nämlich die Dififerentialgleichung in der Form 

gegeben ist, so versagt unser Beweis flir Lösungen, welche gleich- 
zeitig auch die Gleichung 

erfüllen. 

Wir wollen jetzt die singulare Lösung einer Dififerentialgleichung 
z'weiter Ordnung, welche in j/" ganz und rational ist und sich nicht 
in verschiedene Faktoren zerlegt, folgendermaßen definieren: 

Wenn die durch Elimination von y" aus 

F{x, y, y', y") = 
und 

-1^ = 

dy" 
erhaltene Differentuilgletchung erster Ordnung 

lauter Integralkurven hat, welche die gegebene Differentialgleichung 

F (z, y, y', f) = 
'füllen^ so ist die Gleichung 

r ^ (^j y> y) = 

I eine singulare Lösung der gegebenen Gleichung. 

, Differentialgleichungen. ^ 
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und 



2. Bestimmung der Bingolären Lösung. Die Gleichungen 



dl/ 






ergeben nicht notwendig eine singulare Lösung durch Elimination 
von y". Damit die durch dieses Verfahren gewonnene Gleichung 
auch wirklich nur Lösungen hat, welche die gegebene Differential- 
gleichung erfüllen, ist vielmehr außerdem noch notwendig, daß aach 
die Gleichung 

nocli erfüllt ist (vgl. § 18, 3). 

Um aUo zu untersuchen, ob es eine singulare Losung giebt, hat 
man au$ den drei Gleichungen 



dy 

dF . , dF . „ dF .. 

v' «-fi eliminieren. Bekommt man durch Elimination eine einzige 
Oloiohung 

y (ar, y, yO = , 

MO winl dio singulare Lösung durch diese Gleichung dargestellt 

II Beispiele. 

i\) Uogohon sei die Differentialgleichung 

lhoi.ru liut u»Hn noch zu fügen die beiden Gleichungen 

- -Hy"('' + y' - 1) - (1 +y')(^!/'-y)) = o 

■/' » f -.y ♦■•" l^ =2y"M'+.vy')-2y'(l+y'*)-ary" 

■ - 2yy" {2f(xy' - y) - 3 (1 + y'V) 

- «.'/".v'{.v"(y - xy') + (1+ y")^ = 0. 
IO,l»u»uu\>>'< >"*>" *"" *'**" orsten beiden Gleichungen y", so kommt 
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Setzt man andererseits den aus der dritten Gleichung öich ergeben- 
den Wert 

>> (1 + y"? 

ixi die zweite ein, so folgt 

^(^.y.y') = (1 +y»){^» + y' - 1) - {'y'-y? = o. 

dieraus folgt, daß qp = eine singulare Lösung darstellt. 

Wir können die gegebenen Gleichungen 
leicht integrieren und die Resultate geometrisch 
tJeuten (vgl. Fig. 28). 

Die Integralkurven der Gleichung zweiter 
Ordnung haben die Gleichung 

(y — sin qp) + (a: — cos qp)* = c 

und sind demnach Kreise mit beliebigen Radien, Fig. 28. 

deren Mittelpunkte auf dem Einheitskreis liegen. 

Die Integralkurven der singulären Lösungen haben die Gleichung 

X = cos qc^ + (^ + c) sin qp , 

y = sin 9 — (9 + c) cos qp , 

siud also die Evolventen des Einheitskreises. 

Diese Evolventen bilden eine eingliedrige Schar von Kurven, 
uiid jede Evolvente wird oskuliert von Kreisen, welche der durch 
die Gleichung zweiter Ordnung definierten Schar angehören. 

Das Beispiel illustriert die Möglichkeit der Entstehung einer 
singulären Lösung. Bei jeder Zusammenfassung der zweigliedrigen 
Schar von Integralkurven in 00^ eingliedrige Scharen erhält man 
als UmhüUungsgebilde der einzelnen Scharen 00^ Enveloppen. Giebt 
es eine Zusammenfassung, bei der die Enveloppen von den gegebenen 
Kurven oskuliert werden, so stellen diese Enveloppen die singulare 
Lösung dar. 

b) Gegeben sei die Gleichung 

n^^y^y^y") = y" (^' + y^ + 2 (y - y x) (i + y^) _ o . 

Die drei Gleichungen 

F{x, y, y , y") = f (a;2 + y 2) + g (y - y' :r) (1 + y'^) = , 



If = (^^ + y^) = o, 



BF , , bF , „ bF 



dx ' ^ dy '^ dy' 

^ 2 \y" [x + yy')-x y" (1 + y») + 2 (y - xy')y' y"\ = 



8^ 
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ergeben kern gememsmes EUminationsresoltat yon der Form 

Die erste Gleichung definiert Kreise, welche den Koordinatenanfa 
enth^ten (§ :^>^ 6V Die Kreise lassen sich also nicht auf die We 
in Scharen anordnet daß jede Schar eine osknlierende Kurve berül 
Bemerkung: Odnilierende Krümmungselementvereine (§ 20, 
giebc es audi hier. Das sind die Linienelemente, deren Träger ( 
Koordiuafienaafuig ist. Dies zeigt auch die Bechnung: Für x = 
9 ^ sind alle Arei Gleichungen erfüllt 

4. StkaMJMMfitaem» Geben die drei Gleichungen 






er , ^ dF ^ „ dF f. 



itt^aiiunen eine einzige Gleichung 

y ('*yry') = o, 

$o stellt die($elbe die singulare Lösung dar. 

Wir viillen nun noch untersuchen, was es bedeutet, wenn i 
die er^le und die zweite oder die erste und die dritte Gleichi 
<l^ichwiti^ erftlh sind (vgl. § 18, 7 und 8). 

lu dem ersten Fall erkennt man aus der Gleichung 

^vlcK^ ertlXlh »in mu& ohne daß der Ausdruck 

iF ^ cF . ,,.. dF 

^v^Nchwtuviel: 1^ »^ y unendlich groß werden. --^ = 

.^Ivc ,>fcW ii3i der Pifierentiabrechnung gezeigt wird) eine notwend 
i^xv.^^^^j^ tär SchuabeUpitzen (d. h. f&r solche Spitzen, 
'i.^'tvtt vi^ri^ S?^i?tt Kurreniste auf einer Seite der Spitzentangei 

r,.,.,.,'^-r-ur'-l)'-f(y"-l)* = 



« * 



Wtte v»kioh*u^- Ximmt man nun hinzu: 
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kommt 

y' = oder y = constans, 

irend die Gleichung 

;ht mit den beiden ersten Gleichungen verträglich ist 

Die Integralkurven der gegebenen Glei- 
ung sind gegeben durch 

(y - «) = 2 + "Tö'^^ " ^^ ^^s- 29- 




y 



-o 



d haben in der That Schnabelspitzen, deren Tangenten zur :r-Axe 
rallel sind (vgl. Fig. 29). 
Die durch die Gleichungen 

d 

dF ^ , BF . j,dF r. 

T^ + y-EJ + ^W"^^ 

änierten Kurven haben die Eigenschaft, di^ sie die Integralkurven 
r gegebenen Gleichung in denjenigen Punkten berühren, wo j/" = 
, d. h. wo zwischen der Integralkurve und einer Parabel, deren 
:e zur ar-Axe parallel ist, eine Oskulation dritter Ordnung statt- 
det. 

§ 22. Die linearen DifTerentialgleichungen. 

1. Definition und Haupteigenschaft Unter einer linearen 
fferentialgleichung nter Ordnung verstehen wir eine gewöhn- 
he Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Veränder- 
hen, welche in der abhängigen Variabein und ihren Differential' 
otienten linear ist, also eine Differentialgleichung von der Form 

d V rf^""^^«/ 



dx^ ^ dx' 

bei die Funktionen p. von x allein abhängen. 

Homogen nennt man die Differentialgleichung, wenn die Funk- 
n /^n+iW gleich Null ist. 

Man kann nun eine nicht homogene Gleichung leicht auf eine 
mogene reduzieren. 

Setzt man nämlich 






.r" " dx 
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so ist 
also 

Diese abgeleitete Gleichung (2) ist nun eine homogene Gleichung 
von {n + l)ter Ordnung. Bestimmt man die Integrationskonstanten, 
welche in den Lösungen der zweiten Gleichung auftreten, so daß 

wird, so bekommt man Lösungen der ersten Gleichung. Nachdem die 
Möglichkeit der Reduktion auf eine homogene Gleichung nachge- 
wiesen ist, wollen wir von jetzt an nur homogene Gleichungen 
behandeln. 

2. Sie vollständige Lösung und die Singularitäten. Aus der 
Form der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
ergiebt sich sofort der Satz: 

Kennt man n partikuläre Lösungen 

yi=/i(x)..., y„=/;(a:), 
zwischen denen keine lineare Relation 

(1) «i/;w-- +«„/;w = o 

besteht, so hat die allgemeine Lösung die Form 

g = c^gi-.- + c^g„. 

Der Satz folgt daraus, daß erstens wegen der homogenen Form 
jede Summe 

die Differentialgleichung erfüllt, sobald y^ ... y,^ Lösungen sind; daß 
femer die Funktionaldeterminante (§ 9, 5) 

yi» .V2 • • • y„ 



D{Ci ... c„) 



!/i> Vi • • • y, 



n 



nicht verschwindet. [Würde sie verschwinden, so bestände, entgegen- 
gesetzt der Voraussetzung, eine Relation von der Form (1).] 

Aus dem Umstand, daß die allgemeine Lösung sich aus der 
partikulären linear zusammensetzt, folgt, daß alle Lösungen die- 
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^^Iben singulären Stellen haben: Hört die Entwickelung der Funk- 
tionen yj . . . y^ an einer bestimmten Stelle auf zu konvergieren, so 
Vibrt auch die von jeder anderen Lösung y auf, zu konvergieren. 

3. BeiBpiele for Sing^aritäten. 
a) Die Gleichung 

hat die allgemeine Lösung 



m 



y^ce 

X = ist für alle Integralkurven eine singulare Stelle (eine feste 

Singularität) j wo gleichzeitig auch (— -§)> der Koeffizient von y, 
unendlich wird. 

b) Die Gleichung 

hat die allgemeine Lösung 

y =s ex » 

Hier sind alle Integralkurven regulär in der ganzen Ebene. 

c) Die Gleichung 

y'+y2 = 

hat die allgemeine Lösung 

1 



y = 



05 — a?o 



Die Funktion wird unendlich für x = x^. Jede Integralkurve hat 
also eine andere Unstetigkeitsstelle. (Man nennt daher die Singu- 
larität beweglich, im Gegensatz zu den festen Singularitäten 
hei linearen homogenen Differentialgleichungen.) 

4. Die LAPLACE'sche Transformation. Bei denjenigen linearen 
homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Koeffi- 
zienten rationale Funktionen von x sind, kann man oft mit Vorteil 
die LAPLACE'sche Transformation anwenden. 

Zunächst kann man die Differentialgleichung in der Form 
schreiben 

ax ax 

WO die P^ ganze Funktionen n'ten Grades von x sind. 
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Jetzt wird nun an Stelle von y die abhängige Veränderliche x 
eingeführt durch die Formel 

fi 
y = CF{z)e*'dz. 

a 

Die Bestimmung der Funktion F und der Grenzen a und ß 
behalten wir uns noch vor und schreiben zuerst die LAPLACE'sche 
Transformierte der gegebenen Differentialgleichung hin. 

In der gegebenen Differentialgleichung treten lauter Glieder von 
folgender Form auf. 

welche übergehen in 

ß 



o^x^ jt^F{z)e'^ dz. 



Das bestimmte Integral kann man nun zerlegen nach der Formel: 

ß 

df d^-^ip 



jrt„^,..[„.)^_ji. 



fi 



+ -... + (- i)P-^^{z)^^^Y + (- l)p lg>[z)^^ . dz. 



dx 
Nun ist 



d%^ 

a 



dPr""" 



arPg«« = " ^ 



dx^ 
und demnach: 

ß 
fF{z)'Si^xPe"'dz 



a 



r. 2:"» a?P- V* — - (F2!^)3cP''^(^^... + (— l)p-i^— -^(Fz«»).^« 



ß 



+ (— 1)^ / ^* ^^ -dz . 



Indem man nun jedes einzelne Glied 

dTy 
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in dieser Weise transformiert, erhält die Differentialgleichung die 
Form 

ß 



/ 



n' 

o' 







+ 



]!=»■ 



Dabei ist die eckige Klammer eine Zusammenfassung von den 
verschiedenen eckigen Klammem, welche bei den einzelnen Gliedern 

c^xP — — auftreten; die Konstanten c^ bedeuten die in den Poly- 

pm dx^ 

nomen 

auftretenden Koeffizienten. ' 

Soll nun die Differentialgleichung erfüllt werden, so kann man 
dies erreichen, indem man die Summe, welche unter dem Integral- 
zeichen als Faktor von c** auftritt, gleich Null setzt. Man hat 
dann nur noch cc und ß so zu bestimmen, daß auch die eckige 
Klammer verschwindet. 

Durch dieses Verfahren verwandelt sich die gegebene Differential" 
gleichung nter Ordnung, bei welcher n' der höchste Grad ist, in 
welchem x vorkommt, in eine Differentialgleichung n'ter Ordnung für Vy 
hei der dann n der höchste Orad ist, in dem z vorkommt 

5. Der Fall linearer Koeffizienten. Sind im speziellen die 
Koeffizienten linear in x, so bekommt man eine lineare Differential- 
gleichung erster Ordnung, welche sich nach (§ 11, 4) integrieren läßt. 

Wir wollen diesen Fall nun genauer durchführen. Gegeben sei 
also die Gleichung 

{a,x + K)-^ +{a,x + b,) -J^ ... + {a^x + bj = . 
ax (ix 

Hier ist zu substituieren: 

ß 

y ^jr{z)(^^dz, 



a 



ß 



y(»n) = Cz'^F{z)e*'dz, 



a 
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ß 



xy == 



V{z) <?«» 



ß C ^^ dV j 

- / <?**— ^^ — dz, 
OL J dx ^ 



a 



ß 



a:y(») = [rCz)«"««*]^ - fe"-^^p-dz. 



a 

Durch diese Substitution erhält man 

ß 







(?«« r(z) . (a^ z^ + «1 »»-1 . . . + flj 
ß 



a 



Hier hat man also eine Hilfsgleichung von der Form 

WO P und Q vom nten Grad sind. 

Diese Gleichung kann man auch so schreiben: 

indem wir die rationale Funktion in Partialbrüche zerlegen. Sind 
nun erstens in P[z) nur lauter lineare Faktoren enthalten — hat 
also P(2:) = keine mehrfachen Wurzeln — , so bekommt man 

V{z) = e^o* [z — a^^ {z — a^Y* ... {z — a^K . 

Nimmt man jetzt noch für a und /ff irgend zwei verschiedene Wurzeln 
a^ und Uj^ der Gleichung 

P(^) = 0, 

und sind die X alle positiv, so verschwindet auch die eckige Ellammer 
und man erhält als Lösung der gegebenen Differentialgleichung 



«* 



y = Cv{z)e^='dx. 

Indem man für a^ und Uj^ ein anderes Paar von Wurzeln nimmt, 
erhält man eine andere partikuläre Lösung. 

6. Die BESSEL'schen Punktionen. Als Beispiel dieser Klasse von 
Differentialgleichungen wählen wir die folgende: 

d^y , n dy , ri 

dx^ dx '^ 



§ 22. Die linearen Differeniialgleichuncien, 123 

1 erhält man für V die Gleichung: 

diVx^ d V 



dx dx 



+ 2mr{z)z^0 



dlo^V ^ 2 x{mr- l) _ rflog(l +xy^ 
dx ~"l+**"" dx 

!i. es wird 

verschwindet f ür 2: = ± 1. Demnach kommt, wenn wir /S = + i, 
= — I setzen, schließlich 

+ i 

y = C Al + Z*)'»-lc*«rf<2:. 
— t 

itiZt man noch 

z =■ tz^, 

o kommt 

+ 1 

y^ = I c I (1 -- z^^Y'^ (cos z^x + i^mz^x)dz. 

-1 

Demnach hat man schließlich die folgenden reellen Lösungen 

+ 1 
^1 = I (1 — -r*)*""^ C08 2:xrfx 

-1 • 

und 

+ 1 

y^ = I (1 — 2:2)TO-l ^ijizxdx. 
-1 

Ifan erhält diese reellen Lösungen aus der soeben hingeschriebenen 
iioaaginären Lösung y^, indem man einmal 

und dann 

bildet Die allgemeine Lösung hat dann schließlich die Form 

7. Die linearen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. Man 
Icann auch mit einer kleinen Abänderung das LAPLACE'sche Ver- 
fahren anwenden auf die linearen Differentialgleichungen mit kon- 
stanten EoefBzienten. 
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Die LAPLACE'sche Transfonnierte der Gleichung 

lautet einfach 

ß 

= rrtf«*(flr^,z« + ajr"-!... + a^dz. 

a 

Hier darf man nun nicht einfach T = setzen, denn man käme auf 
die triviale Lösung 

y = o. 

Man kann aber das Integral zum Verschwinden bringen, indem 
man es in der komplexen r-Ebene über einen geschlossenen Weg 
erstreckt, längs dessen V nicht überall verschwindet,^ 

Wir wählen nun die Funktion V in folgender Weise. Ist a 
eine j»-fache Wurzel der sog. charakteristischen Gleichung 

f{z) = a^ z« + a^ z^-\. . . + a^ = , 
so setzen wir 

^ w = y^V + r^'1^ + te^ + ^ (^) • 

Erstrecken wir jetzt das Integral 

^f(z)V{z)d'''dz 

auf der Peripherie eines Kreises, dessen Mittelpunkt der Punkt a 
ist, so ergiebt sich der Wert Null, da der Integrand innerhalb des 
Kreises sich regulär verhält. 
Das Integral 

y = CF{z)^'dz 

hat dann den Wert 

wofür wir auch schreiben können: 

Wir haben also schließlich das Resultat: 

Ist z = u eine p- fache Wurzel der charakteristischen Gleichung 

so ist 



^ BuRCKHABDT, Analytische Funktionen, § 35, p. 96K 
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ne Lösung der Differentialgleichuny 

-^ie Konstanten c^, . . . Cp_i sind ganz willkürlich. 

Hat nun die charakteristische Gleichung z. B. lauter verschiedene 
Wurzeln, so lautet die allgemeine Lösung 



§ 23. Der JACOBi'sche Multiplikator. 

1. Definition des Multiplikators. Ahnlich wie bei den Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei Veränderlichen der 
ExJiiER'sche Multiplikator (§ 11), dient bei einem System von Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung zwischen drei Veränderlichen: 

(\\ rfy ___ Y(x,y,x) dx _ Z{x,y,x) 

^ ^ dx X(Xfy,x) * dx JC(a;, y, ») 

der jACOBi'sche Multiplikator dazu, die Integration zu erleichtem. 
Der JACOBi'sche Multiplikator wird definiert durch die folgende 
DifiFerentialgleichung : 

d(MX) djMY) djMZ) _^ 
dx "^ dy '^ dx "" ' 

-wofür man auch schreiben kann: 

\^dlogM . ydlogM . yd}ogM,dX ,dY.dZ ^ 

Jede Funktion M{x,ytz\ welche diese partielle Bifferentialgleichunff 
erfüllt y nennt man einen Multiplikator des Systems (1) (oder der nach 
§ 4, 3 äquivalenten Gleichung: 

(2) IF(/) = Z|J+7|^ + ^|/ = Ü). 

2. Der Multiplikator und die Lösungen. Der JACOBi'sche Multi- 
plikator hat ganz ähnliche Eigenschaften wie der EuLER'sche (vgl. 

§ 11, 1). 

Es gilt nämlich erstens der folgende Satz: 

Multipliziert man einen Multiplikator M mit einer Losung f der 
partiellen Differentialgleichung (2), so ist das Produkt wieder ein Multi- 
plikator, 
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Denn es ist dann 

y.dlogMf , vdlogMf . ^ dlogMf , ÖX, ÖF, ÖZ 

__ y ^logJ/ ^_ölogM_ ^ dlogM dX dY dZ 



-U^ii^'ü^^ji)-' 



in diesem Ausdruck verschwindet die erste Zeile, weil M ein Multi- 
plikator ist, die zweite, weil f eine Lösung von (2) ist, also ver- 
schwindet der ganze Ausdruck und 

ist wieder ein Multiplikator. 

Dieser Satz läßt sich auch umkehren: Der Quotient zweier 
Multiplikatoren ist notioendig eine Losung der Gleichung (2). 

Sind nämlich M^^ und M^ zwei Multiplikatoren, so ist 

j d log Ml Y ^log-^^i , 2 dlogM, 
dx dy dx 

^ Y dlogM^ __ Y dlogMj __ „ d log Af, __ q 

dx dy dx ~~ 



= r(iog-^) = o. 



Demnach ist log-r^ und also auch -~- selbst eine Lösung. 

3. Der letzte Multiplikator. Kennt man von der Gleichung (2) 

eine Lösung 

(p{x,y,x) = y, 

so kann man mit Hilfe derselben das Problem der Integration von (2) 

vereinfachen. 

• 

Führt man nämlich etwa an Stelle von z die neue Variable y 
ein und deutet diese Substitution durch einen horizontalen Strich an, 
so geht die Differentialgleichung über in 

o X o y 

Sie ist also in ein Problem mit weniger Variabein übergeführt Da- 
bei besteht der folgende Satz: 
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Ist M ein Multiplikator der gegebenen Gleichung, so ist ein Multi- 
plikator der transformierten Gleichung definiert durch 

M 



iV = 



d X 



Um diese Behauptung zu beweisen, muß gezeigt werden, daß 
die Gleichung 

ox oy ox oy 

erfüllt ist. 

Es gelingt dies mit Hilfe der beiden Gleichungen 

(hier ist « = -^ gesetzt) und 

j dlogM y ^logJf ^ dlogM dX dY dZ ^^ 
dx dy dx dx dy dx ' 

von denen die erste aus JF{(p) = durch Differentiation nach z 
folgt, die zweite besagt, daß M ein Multiplikator ist. 

Multipliziert man die erste Gleichung mit — und subtrahiert 

sie von der zweiten, so kommt: 

j dlogN y dlogN ^ dlogN dX dY dZ 
dx d y dx dx dy ~^ dx 

1 (dX dq> . dY dq> . dZ dq>\ ^ 
Hierfür kann man auch schreiben: 

y^dXogN dq> TrdlogN d q) yd\ogN d (p 

'^^^dy~'~d^ + ^~~d^'-dj + ^-j^'T^ 

dX d^,dY_ d^,dZ_ d q> 
dydxdY'dydfdx 

1 IdX dq> . dY d(p . dZ dq>\ ^ 

In diesem Ausdruck verschwindet die zweite Zeile, weil (p eine 
Lösung ist, die weiteren Ausdrücke heben sich fort, weil 

öX^öX AZ — ^. ^Z _ dZ 

dx "^ df ' dx "^ dy ' dx '~ d^ 
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ist Demnach bleibt noch übrig 

iY ist also in der That ein Multiplikator der übrig bleibenden 
Gleichung, was zu beweisen war. 

Man nennt iV auch den letzten Multiplikator, und den Satz 
das Prinzip des letzten Multiplikators, weil für die übrig- 
bleibende (letzte) Gleichung sich ein Multiplikator ergiebt. 

4. Beispiel. Gegeben sei die Gleichung 

Die Gleichung zur Bestimmung des Multiplikators lautet hier: 

W(logM) + z + z^ 2;? = 0. 

Hieraus folgt, daß M = 1 ein Multiplikator ist 
Ferner ist 

eine Lösung, denn es ist 

}r{yz) = {y+xz).0 + i/z^^t/z^=^0. 

Führt man nun die Variable y ein durch die Substitution 

y 

dann erhält man die Gleichung 

Y ' y dx ' dy 



Hiervon muß nun 



iV=l 



y 

ein Multiplikator sein; demnach muß (§ 11, 1) 



L,[ydx^[y + ^-l)dy] 



y 

ein vollständiges Differential sein. 

In der That ist auch (vgl. § 5, 2) 



\y] r V 2/V 



d y y* dx 

Es ist also noch das vollständige Differential 



achend dem in § 19 behandelten Problem, die Aufgabe stellen, 
untersuchen, wie die Integralkurven des Systems 

dx, _ a,x +J'ty_±et*_ dy_ _ o,ic + t , y ■!■ c. t. 
dx a, a: + ft, y + p,»' rfx a,3; + 6,y + c,« 

der Umgebung des singulären Punktes 



Dieser Punkt ist singulär, weil die Werte der Differential- 
i anbestimmt werden. 

MSvaatU^slcbniigeii. V 
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Dabei dürfen wir von vornherein die Voraussetzung machen, 
daß die Determinante 

öl ^1 Ci I 

«2 ^2 ^2 
I ^^3 ^ ^3 

von Null verschieden ist. Würde sie nämlich verschwinden, so 
könnte man an Stelle von z die neue Variable 

z^ = ax + ßi/ + yz 
-einführen, welche die Eigenschaft hat, daß 

dxi __ «07, gg + ^>i y + Ci X) + ^(^a a? + &j y + Ca ^) + y (oTg ag + &8 y + ga ^) 
dx {tti X -{- bi y -h Ci x) 

verschwindet, denn man kann dann die Gleichungen 

b^a+ b^ß + ^^r^O, 
c^a + c^ß + c^y = 

durch Größen befriedigen, welche nicht verschwinden. 

Durch Einführung von z^ würden aber die Oleichungen einfach 
die Form 

^^i _ n ^y a^' X -\- h^' y -\- c^' X'i^ 

dx ^ dx «i' a; + 6/ y 4- Cj' Jti 

erhalten, sich also, da z^ zufolge der ersten Gleichung konstant ist, 
auf ein Problem in zwei Veränderlichen reduzieren, das bereits in 
§ 19 behandelt ist. 

2. Die Normalform. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, durch 
eine lineare homogene Transformation neue Veränderliche einzu- 
führen, 

x^ = a^x + ß^ y + y^ z, 

vermöge deren die Gleichungen die Form 

dxy ^ h^ dPi ^ '^iVi 

d Xi X^ Xi d Xi A, ajj 

annehmen. 



idet. ' 
uig I. 
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Dabei dürfen wir von vornherein ili= 
daß die Determinante 



dtning etc. 



«1 ^1 ^1 

'^3 ^3 ' 



von Null verschieden ist Würde 
könnte man an Stelle von z die n> 



. untersuchen. 
„:eln. Zunächst haben 
R'he sämtlich positiv 



z, ~ f^.r 



einführen, welche die Eigenscli 

(ix '^ 
verschwindet, denn man kair 






Iiitegralkurven gegeben 



V. 



i-i'i Koordinatenanfaug 
r-r Trriäuft vom Koordinaten- 
izrcL. ferner befinden sich die 



durch Größen 


befricMJ 




Durch Einfiihruiii- 


^ 


die Form 




_ -^i- 






.- -i— i»-- 


erhalten, sich 


1 


. 


auf ein Prol»li' 
§ 19 behandei 
2. Die N 
eine linear»* 


.*• — -^^^ 




n, 




^ 



.r«.5^ i:-^ r-Axe. 

^--i T^Cci dann noch die folgenden, 
^-.iZÄ ichenden hinzu: 



_ I 



-;-" ^■^•'~'>' *■ 



5i3.£ xii die y-Axe berühren (vgl. 
r-ir^- >^-'^ gegenseitig und stehen 

: >a?.a =^- isolierte) Integralkurve. 
j XiT^a: i^:: Koordinatenanfang 
j^, :tsCÄn;eu Geraden berühren. 
Ä-Iir^s berührt, die y-Axe von 
xiT ^0. i^^ j>Axe von allen übrigen 



rn 



. -i-i V:rrr:ohen, so können wir 

. .--^^«a. - XM •* sind positiv und v 

'< • -Vi>i$ £KUi msäif sobald unter 

^tiA ÄÄäs^i^^ Zriohen haben, durch 
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"»heil durch die Gleichungen 



I) 



der a:7/-Ebene gelegen sind, 

. die, welche in der 7/2: -Ebene 

1 iliL'iK' liegen, geben das in Fig. 19 

iiid die in der xy-Ebene gelegenen 

I lirjilkurven, welche den Koordinaten- 

iMirven haben die z-Axe zur Asymptote 
r*<«'its der :ry-Ebene, ohne sie übrigens je 

imaginäre Wurzeln. Hat die charakteristische 
:i'' reelle und zwei konjugiert imaginäre Wurzeln, 
i< lolj^ende Form: 

d y _^ (a + ib)y dx __ x 

r/x ^ (a — ib)x* dx '' (a — ib)x' 

■s«' Gleichung reell wird, führen wir ein 

i)ekommen: 

dyx dx (a ■\- ib)y •{• {a — ib)ix _^ ay^ ■\- bx^ 

dXi "" .dy ~~ {a — ib)x -h i(a + ib)y ax^ — by^ 

Die Integralkurven haben die Gleichung 

a 

Q = ce^ 

(wo *i = (> cos cpy y^ = (> sin qp gesetzt ist). 

Berechnet man nun noch r, so erhält man aus den Diflferential- 
gleichnngen 

Die beiden Gleichungen zusammen lehren, daß die Integralkurven 
schranbenähnlich gewunden sind; sie sind ferner auf Rotations- 
flächen gelegen, welche die r-Axe als Rotationsaxe haben. 
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Die Gleichung einer solchen Rotationsfläche ist 

Q = 0^2^ (wo c^ = c ' c"« ist). 

Die Rotationsflächen haben entweder im Koordinatenanfang eine 

Spitze (wenn < — < l], oder sie berühren die xy-Ebene (— > H 

oder sie sind Kegel {a = 1), oder sie enthalten den Koordinaten- 
anfang garnicht; die xy-Ebene ist dann eine asymptotische Tangential- 
ebene (a < 0). Für a = erhält man auf Cylindem gelegene Kurven, 
welche in immer engeren Windungen nach der xy-Ebene hin ver- 
laufen. 

In der ary-Ebene liegen ebenfalls Integralkurven, welche ent- 
weder (a g 0) logarithmische Spiralen oder (a = 0) Kreise sind. 



Az-axe 




A Z-CUCt 



jf-a/xjt 



x.'CLace 




Jf-ObOCC^ 



jc-axe 



Fig. 30. 



Fig. 31. 



Diese Integralkurven (für « = Fig. 30, für « = 1 Fig. 31) 
werden durch vorstehende Figuren veranschaulicht. In allen diesen 
Fällen gehört die r-Axe mit zu den Integralkurven. 

5. Zwei gleiche Wurzeln. Sind unter den Wurzeln der Glei- 
chung dritten Grades (3) zwei gleiche, so kann man zunächst dem 
System (1) durch eine Transformation mit nicht verschwindender 
Determinante die Form geben 



dx 



ay_ 

X 



dx _ ^ + Og ^ + ^8 y 
dx X 



die sich nun weiter reduzieren läßt. Ist a^ von Null verschieden, 
so erhält man^ indem man setzt: 



*8 



^i = ^+Mr^^ + i 



die folgende Form: 



dy __ ay 
dx X 



dxi 
dx 



Xl + X 
X 
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Schreibt man für z^ wieder z, so bekommt man die folgenden Inte- 
gralkurven: 

z = x{c^ + log x) . 

Die Projektionen dieser Kurven sind also auf der yx-Ebene durch 
Fig. 18 oder 19, je nachdem a positiv oder negativ ist, gegeben, die 
auf die xz-Ehene durch Fig. 22. — 

Ist dagegen a^ = 0, so kann man durch die Substitution 



die Normalform erhalten 



1 -o , 

ÖS 



dy ay dx^ x^ 

dx X dx X 

Hier sind nun alle Integralkurven in Ebenen gelegen, welche die 
y-Axe enthalten. In jeder dieser Ebenen haben wir dann Integral- 
kurven, welche den Fig. 18 bez. 19 entsprechen. 

6. Drei gleiche Wurzeln. Sind alle drei Wurzeln gleich, so 
kann man zuerst durch eine reguläre Transformation eine der beiden 
folgenden Normalformen erreichen: 

dy y + X dx x -h ax -^ by 

dx X ^ dx X 

oder 

dy ^ y dx^x + ax + by 

dx x dx X 

Aus der ersten erhält man weiter, wenn b von Null verschieden ist, 

dy _ y + X dx _ x -h y 

dx X dx X 

oder, wenn b gleich Null ist, 

dy ^y ■\- X dx _ X -{■ X 

dx ~" a; ' dx ^ X ^ 

woraus durch die Substitution y^=y — z hervorgeht 

^Vx __ Vx ^* X ■\' X 

dx X dx X 

Aus der zweiten erhält man entweder 

dy y dx * + a; 

dx X dx X ^ 

oder 

dy y dx x 

dx X dx X 
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Demnach haben wir endlich, wenn alle drei Wurzeln gleich sind, 
die Normalformen 

(erstens) dy_^y±^, d* ^ y + * 

^ '' ax X dx X 

mit den Integralkurven 

y^x{c + log^r), z==x[c^+ clogx + ^(loga:)*) , 

welche durch den Koordinatenanfang gehen und die ^r-Axe in ihm 
berühren, die in diesem Falle die einzige ebene Integralkurve ist; 

/ • . N dy y dx x -h x 

(zweitens) — ^ = ^, — _ = 

^ ' dx X dx X 

mit den Integralkurven 

y-cx, 

z = x{c^ + logx), 

welche in Ebenen gelegen sind, die die z-Axe enthalten und dort 
verlaufen, wie dies Fig. 22 angiebt. Auch hier ist die r-Axe die 
einzige geradlinige Integralkurve; 

(drittens) p.= y^, ^^± 

^ ' ax X dx X 

giebt die geraden Linien durch den Koordinatenanfang. 



§ 25. Die vollständigen Systeme. 

1. Eingliedrige Plächenscharen. Aus der Gleichung einer ein- 
gliedrigen Flächenschar 

f{x,y,z) = c 

bekommt man durch Differentiation die beiden Gleichungen 

d X dx dx 
und 

^ j- ?/. i^ = 0. 
dy dx dy 

Umgekehrt bestimmen die beiden in ~-, ^ und ^ linearen, homo- 

dx dy dx ' 

genen, partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung die Flächen- 
schar 

f{x,i/, z) = constans. 
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Wir wollen allgemein zwei solche Gleichungen 

dann ein vollständiges System nennen, wenn sie zusammen eine 
eingliedrige Flächenschar bestimmen. 

Zwei Gleichungen W^f=0 und JF^f=0 bilden nicht immer 
ein vollständiges System, wie das folgende Beispiel lehrt: 

dy ox 

Aus der ersten Gleichung würde folgen 

aus der zweiten 

d% 

und diese beiden Gleichungen widersprechen sich. 

2. Die Beding^g des vollständigen Systems. Damit zwei 
Gleichungen (F"j/'=0 und W^f={)) ein vollständiges System bilden, 
ist notwendig und hinreichend, daß die aus ihnen berechneten Werte 

für -^ und ^ die Forderung 
o X o y 



dxdy dydx 
erfüllen. 

Berechnen wir zunächst ^— und ^r-> so kommt 

ox dy 

d X i^Zi—iiZ^ o X -Xj Z^ — -Xj Zi 

d X -Xj Y^ — Yi JXj d y -Xj Y^ — Y^ Xi 

wofür wir zur Abkürzung setzen wollen 

ö*__ a ^*_ ß 

dx y ' dx~~ f ' 

Hieraus bekommt man nun die Forderung 

oxoy Y \\ dy ox f I \^ V ^^ 7 1) 

__ö«*__ j_ i(_dß dß »]^,a(dr_dr Ml 
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oder 

«(^^l!)+^(ll-l-9H-.(^f-|-;)-o. 

Wenn also diese Forderung erfüllt ist, in der die Größen a, ß und y 
die Bedeutungen haben 

ß = Z^X^ ^ X^Z^, 

dann bilden die gegebenen Gleichungen ein vollständiges System. 
Die gefundene Bedingung kann man noch auf die Form bringen 

fr,{r,) - w,{Y,),Y„r, =o. 

3. Integrationsmethode. Wenn die Gleichungen 

ri/'=o und }r^f=o 

ein vollständiges System bilden, so unterscheidet sich der Ausdruck 

adx + ßdy + ydz 

nur durch einen Faktor von dem vollständigen Diflferential von f. 
Die Integration läßt sich auf ein Problem in zwei Veränderlichen 
reduzieren durch folgende Überlegung: Schneidet man die Integral- 
flächen mit den Ebenen einer Schar (z. B. den Ebenen y = c x), so 
erhält man die Kurven, welche durch die Gleichung 

{a (a:, cx^z) + c ß (x, c x, zfj d x + y{x,cx,z)dz = 

bestimmt werden, also durch eine Gleichung erster Ordnung in zwei 
Variabein. 

Man braucht nun nur diese Gleichung zu integrieren, um alle 
Integralkurven zu bestimmen; denn man erhält die Integralflächen, 
indem man alle von einem Punkt der Axe jenes Ebenenbüschels 
(der 2:- Axe) ausgehenden Kurven, welche in den verschiedenen Ebenen 
liegen, zusammenfaßt, d. h. indem man in der Gleichung der Kurven 

die Größe c wieder ersetzt durch ihren Wert — . 

X 

4. BeispieL Die beiden Gleichungen 

a^// X — y dx x ^ y ay ox 



Viertes Kapitel. 

Die partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit zwei unabhängigen Variabein. 

§ 26. Existenzbeweis für die Lösungen der partiellen DifTerential- 

gleichung F{x,y,z,'p,q) = 0. 

1. Analytischer Beweis durch Eednktion auf ein lineares System. 
Wir können den im ersten Kapitel, § 10, erbrachten Beweis für die 
Existenz von analytischen Lösungen von Systemen linearer partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung anwenden, um auch die 
Existenz der Lösungen von einer Differentialgleichung 

(1) F(x,y,z,p,q) = 

zu beweisen, (p und q sind hier zur Abkürzung gesetzt, und haben 

die Bedeutungen 

dx d% 



^ dx^ ^ dy 



) 



Nun wollen wir die Gleichung nach p auflösen, sodaß sie die 
Form hat 

(10 v^f{^yy^^^q)y 

wo f ebenso wie vorhin F eine analytische Funktion ihrer Argu- 
mente ist (§ 2). 

Nun wenden wir einen Kunstgriff an; indem wir die gegebene 
Differentialgleichung (1'), welche nicht linear ist, ersetzen durch ein 
System von linearen partiellen Differentialgleichungen. Auf dieses 
System, welches freilich an Stelle der einen abhängigen Variabein z 
deren drei enthält, nämlich die Größen r, p und q^ können wir dann 
den früheren Existenzbeweis anwenden. 
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Das System lautet nämlich so 

dx 

^ ' dx dx ^ dx dy o q 

d q __ d p 

dx dy 

lüid der Lösung schreiben wir folgende Anfangsbedingungen vor: 
Es sollen für x = x^ die Gleichungen 

:erfiült sein. 

, ' Die Existenz der Lösungen dieses Gleichungssystems folgt aus 
dem allgemeinen Satz in § 10. 

Diese Lösungen bezeichnen wir folgendermaßen: 

z = Z{x,i/), p = P{x',y), q = Q{x,i/) 

tind wollen nun beweisen, daß die Gleichung 

dZ ^( „ dZ 



= /'(^.y.^,4f) 



dx 
erfüllt ist, überdies aber die Anfangsbedingung 

Zunächst ist jedenfalls wegen der ersten Gleichung (1") 

und wegen der letzten Gleichung (1") ist 

dQ dP d^Z 



dx dy dxdy 

Also ist 

d y 

d. h. es ist Q — ^ — eine Funktion von y allein. Diese Funktion 

reduziert sich überdies wegen der zweiten Anfangsbedingung für 
:k ssi Xq auf Null. Sie verschwindet demnach identisch. Es ist also 

^ dy 
für jeden Wert von x und y. 
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Ganz analog kann man zeigen, daß wegen der zweiten Glei- 
chung (1") die Funktion 

von X unabhängig ist, daü sie daher beständig gleich Null ist, weil 
sie wegen der dritten Anfangsbedingung (2) für x = x^ verschwindet 
Die Funktion Z erfüllt also die Gleichung 

Sie genügt der Anfangsbedingung, daß für x = x^ 

r = t/;(y) 
ist 

Hierdurch ist also (unter der selbstverständlichen Voraussetzung, 
daß die Funktion f{xjy,z,q) regulär ist) der geforderte Existenz- 
beweis erbracht. 

2. Geometrisohe Deutung des Eesultates. Deutet man x^y^z als 
rechtwinkUge Koordinaten, so hat das gefundene Resultat einen sehr 
einfachen geometrischen Sinn. 

Verstehen wir nämlich unter „Integralfläche" eine Fläche, die 

durch eine Gleichung 

z = Z[x,y) 

dargestellt wird, wo Z die gegebene Differentialgleichung erfüllt, so 
lehrt der analytische Existenzbeweis folgendes: 
Man kann durch die Kurve 

eine Integralfiäche legen; umgekehrt ist avjch die Integralfläche voll' 
kommen bestimmt durch die Forderung, daß sie diese Kurve ent- 
halten soll, — 

Statt der Kurve 

welche in der Ebene x = x^ gelegen ist, kann man natürlich auch 
irgend eine andere Kurve nehmen, welche in der Ebene x ^ x^ ge- 
legen ist; nur muß immer für x •= x^ die Funktion 

regulär sein. 

3. Die vollBtändige Lösung. Einen Überblick über die ganze 
Mannigfaltigkeit der möglichen Lösungen (oder Integralflächen) zu 
gewinnen, wird uns erst später gelingen. Vorläufig wollen \m uns 
damit begnügen, die Existenz der vollständigen Lösung nachzu- 
weisen. 
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Darunter soll eine Lösung von der Form 

z = co{x,i/,a,b) 

verstanden werden, wobei die Konstanten a und b beide wesent- 
licli sind (vgl. §9,2); d. h. es soll die Funktionaldeterminante 

d {a,b) ~ 

üiclit verschwinden. Außerdem sollen die Konstanten, a und b in 
einem gewissen Bereiche variieren können. 

Um die Elxistenz einer solchen vollständigen Lösung nachzu- 
w^eisen, schicken wir folgendes voraus: 

Es sei etwa 

'^(y) = « + ^y + ..., 



der nicht hingeschriebene Teil der Reihenentwickelung mit einem 
Glied von mindestens zweiter Ordnung beginnt. 
Dann giebt es eine Lösung von der Form 

z = a -{■ by + . .., 



die nicht hingeschriebene weitere Entwickelung mit Gliedern be- 
it, die in x und y mindestens von der zweiten Ordnung sind. 
Die Größen a und b können verschieden angenommen werden. 
Sie können in einem bestimmten Bereich variieren, ohne daß die 
Reihenentwickelung von z zu konvergieren aufhört. 

Außerdem wollen wir annehmen, daß die aufgelöste Differential- 
gleichung die Form hat 

-wobei jedenfalls die Größe a^ von Null verschieden ist. (Mit anderen 
W^orten: Es soll die Differentialgleichung 

P{xyyyZyp,q)=-0 

die Größen z und p wirkKch enthalten.) 

Wir können jetzt die Anfangsglieder der Reihenentwickelung 
von z leicht berechnen. 

Es sei nämlich etwa 

z = a + by + x{a^ + ^^ + a^^y) + ..., 

tEK> dient zur Berechnung der ersten Koeffizienten die zu erfüllende 
Identität: 

Äj + «11 ar + aj^y = «1 x + a^y + «3 (a + by) + a^[b + a^^ x), 
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welche sich in drei Gleichungen zerlegt, von denen wir aber nur 
die erste brauchen, nämlich die Gleichung 

Da «3 von Null verschieden ist, so enthält Oj sicher die Größe a, 
und es wird 



d (a, b) 



«3 CC^ 
1 



= «8- 



Für X = , y = verschwindet also die Funktionaldeterminante 
nicht, und hieraus folgt, daß sie jedenfalls für hinreichend kleine 
Werte von x und y nicht verschwindet. 

Hierdurch ist die Existenz der vollständigen Lösung erwiesen, 
zunächst allerdings unter der Voraussetzung, daß die aufgelöste 
Gleichung 

in z linear ist. Ist sie nicht von vornherein in z linear, so kann 
man das durch eine Transformation von der Form 

z^ = z + c 

erreichen. Enthält sie die Größe z überhaupt nicht, so muß man 
andere Transformationen vornehmen. 



§ 27. Flächenelemente und Flächenelementvereine im Raum. 

1. Definition des FlächenelementeB. Um später die Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in einer Form be- 
handeln zu können, welche eine bequeme Übersicht über die Art 
und die Mannigfaltigkeit der Integralgebilde gestattet, müssen wir 
uns mit dem Begriff des Flächenelementes vertraut machen. 

Unter einem Flächenelement des Raumes verstehen wir ein 
geometrisches Gebilde, welches besteht aus einem Punkt (ar, y, z) und 
einer Ebene, welche diesen Punkt enthält. Die Gleichung einer 
solchen Ebene hat die Form 

wo I, rj, f die Koordinaten irgend eines Punktes sind, der sich auf 
der Fläche befindet. 

Die fünf Größen x, y, z, p, q sind zur Bestimmung eines Flächen- 
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elementes notwendig und ausreichend. Es giebt also oo* Flächen- 
elemente im Kaum (zu jedem Punkt x,y, z gehören noch oo^ Flächen- 
elemente). 

Den Punkt x, y, z wollen wir den „Träffer^* des Flächenele- 
mentes nennen; später werden wir ihn auch als „Träger nullter 
Stufe^^ bezeichnen. 

Für die geometrische Vorstellung ist es bequem, nicht die ganze 
Ebene in Betracht zu ziehen, sondern nur die Umgebung des Trä- 
gers; denn nur diese ist bei der Anwendung des Begriffes Flächen- 
element zu beachten. Das Flächenelement ist also schließlich als 
ein schuppenförmiges Gebilde aufzufassen. 

2. Vereine von Eläohenelementen und ihre DimenBion. Wir 
sagen, daß eine Ä-dimensionale (§ 3, 3) Schar von Flächenelementen 



(1) z^z[t^. 

9 = ?(^i- 



•4)> 
•4)> 
•4); 
•4)> 
.4) 



einen Verein bildet, wenn die Gleichungen 

erfüllt sind. 

3. Die Maximalzahl k für die Dimension eines Elächenelement- 
vereines. Zunächst wollen wir zeigen, daß die Dimension eines Ver- 
eines von Flächenelementen nicht größer als zwei sein kann. Wäre 
sie nämlich gleich drei, dann müßte einer der folgenden Fälle vor- 
liegen: 

a) X, y, z sind unabhängige Funktionen von drei Veränderlichen 
{^v ^' ^)' Wegen (2) müßten dann die Relationen erfüllt sein: 

dx dx ^y r\ 



dx dx dy __ ^ 

dx dx ^y _ n 

~d^~~^~d~i^^^~dt^^ 

Das ist aber nicht möglich, weil ja der Voraussetzung nach die für 
das Zusammenbestehen dieser drei Gleichungen notwendige Vorbe- 
dingung, nämlich das Verschwinden der FunktionaldeterminaTitÄ 

liEBMANN, DlfferenÜalgleicbungen. ^^ 
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dx 


dx 


dy 


dt. 


dt. 


dt. 


dx 


dx 


dy 


d^ 


dt^ 


dt^ 


dx 


dx 


dy 



dt^ dt^ 



dt. 



nicht erfüllt ist 

b) Sind X, y, z unabhängige Funktionen von zwei Veränderlichen, 
so sind p und q durch die beiden Gleichungen 



dx 

Tu. 

dx 



-P 



-V 



dx 
~dt[ 

dx 



dt^ '' dt^ 

mitbestimmt als Funktionen von 
Funktionaldeterminante 



- 9 



-y 



dy_ 
~dt, 

dy 

dt^ 

und 



0, 



= 



t^, wenn nicht etwa die 



dx 


dy 


dt. 


dt. 


dx 


dy 



dt^ 



dt^ 



verschwindet. Verschwindet diese Determinante, so läßt sich durch 
Einführung von anderen Koordinaten erreichen, daß die Determinante 

dx, dy^ 

dt, dt, 

dx , dy, 
d t^ d t^ 

nicht verschwindet, sobald nur nicht etwa alle drei Determinanten 



dx 


dy 


dt. 


dt. 


dx 


dy 



dt. 



dt^ 



dx 
~dt^ 

dx 



dx 
~d~i^ 

dx 

Tu 



und 



dy 


dx 


du 


dt. 


dy 


dx 



d t^ d t^ 



verschwinden. Dann würden aber Xy y und z nicht mehr unabhängige 
Funktionen von t^ und t^ sein. 

c) Sind X, y, z Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen t, 
so lehrt die Gleichung 

dx dx ^y ^ (\ 

daß der Verein zweidimensional (höchstens) sein kann. Denn diese 
Gleichung bestimmt ja ^^ als Funktion von p und t 

d) Sind X, y, z konstant, haben also alle Elemente einen ge- 
meinsamen Träger, so können p und q beliebig variieren; der Verein 
ist also höchstens zweidimensional. 
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Das Resultat, was wir durch Untersuchung der einzelnen Fälle 
gefunden haben^ ist also: 

JSs giebt keine Fläohenelementvereine, deren Dimension großer als 
zwei ist, 

4. ZweidimenBionale Elaohenelementvereine. Hier unterscheiden 
wir wieder verschiedene Fälle, je nach der Anzahl der unabhängigen 
Variabein, durch welche z, x und y dargestellt werden. 

a) Wenn x, y und z Funktionen von zwei unabhängigen Varia- 
bein sind, so kann man etwa (und das läßt sich durch Koordinaten- 
transformation immer erreichen) 

annehmen. Dann ist nach (2) weiter 



dx 
dx 



-y = 0. 



dy 

p und q sind dann also einfach die partiellen Differentialquotienten 
von z. 

Nun stellt aber weiterhin bekanntlich 

(f - 2) - ;? (I - x) - ^ (17 - y) = , 

welches die Gleichung der zum Flächenelement x, y, z, p, q gehörigen 
Ebene ist (§ 27, 1), zugleich auch Tangentialebene an die Fläche 

im Punkte x, y, z dar. 

Die Flächenelemente des Vereines sind also durch die Punkte 
der Fläche, zusammen mit den Tangentialebenen, definiert, und 
wir wollen daher diese Elemente kurzweg als „cKe Elemente der 
Fläche z = f{po,yY^ bezeichnen, und den Elementverein mit dem 
Zeichen F^. 

b) Im zweiten Fall werden x, y, z als Funktionen eines Para- 
meters angenommen; die Träger der Elemente bilden also eine Kurve. 

Wir wollen etwa 

y = (p{x), z = ^{x) 

setzen und haben dann als weitere Gleichung 

dx dy __ ^ 

dx ^ dx ir — • 

Diese Gleichung hat eine einfache Bedeutung. Sie lehrt nämlich, 
daß die Ebene des Flächenelementes die Tangente der von den 
Trägern gebildeten Kurve enthält. 



148 Viertes Kapitel: Die 'partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, 

Die Gleichung der Tangente ist ja 

„ dx 

^ dx 

1 — ^ = 0, 

dy 

und andererseits ist die Gleichung der Ebene des Flächenelementes 

(? - ^)-p{^ - ^) -■ 9(^ - y) = 0. 

Aus der Gleichung (2) folgt dann die Richtigkeit unserer Behauptung. 
Dieser Verein besteht also aus allen Elementen, deren Träger 
auf der — übrigens beliebig zu wählenden — Kurve 

liegen, während die Ebenen die Kurve berühren. Einen solchen 
Verein wollen wir mit C^ bezeichnen, um anzudeuten, daß die Träger 
auf einer Kurve liegen und daß der Verein zweidimensional ist. 

c) Wenn endlich x, y, z konstant, so können p und q beliebig 
variieren, und wir erhalten so den zweidimensionalen Verein aller 
Elemente, die einen gemeinsamen Träger P haben. Einen solchen 
Verein wollen wir mit Pg bezeichnen. (Der Punkt ist Träger dieses 
zweidimensionalen Vereins.) 

Also haben wir das folgende Resultat gefunden: 

Es giebt im Räume drei Arten von zweidimensionalen Fiächen- 
elementvereinen: erstens die Elemente einer beliebigen Fläche (F^y zweitens 
die Elemente einer Kurve (C^) und drittens die Elemente eines Punktes (P^)- 

5. Eindimensionale Elächenelementvereine. Von eindimensio- 
nalen Flächenelementvereinen unterscheiden wir folgende Arten: 

a) Die Träger bilden eine Kurve 

y = (p{x), r = i/;(a:). 

Dann sind p und q noch so als Funktionen von x zu bestimmen, 

daß die Gleichung 

dx dy r. 

p — q-r- — 

dx ^ ^ dx 

erfüllt ist. Die Bedeutung dieser Gleichung ist, daß die Ebenen 
der Elemente die Kurve berühren. Wir wollen einen solchen Ver- 
ein einen „Elementstreifen" nennen und ihn mit C^ bezeichnen. (Die 
Kurve wird hier der Ort der Träger eines eindimensionalen Flächen- 
elementvereins.) 



liedenen FlächeoelenieDten des Vereines L^ auch so ausdrücken: 
te Flächenelemente des Vereins L^ haben ein gemeinsames Linienelement. 

Demnach haben wir also drei Klassen von eindimensionalen Ele- 
■ntsereinen: Sie Vereine Cj oder Elementstreifen, die Vereine K^ oder 
ementarkegel, und endlich die Vereine L^ oder Linienelemente. 

(Die beiden letztgenanuten Klassen können wir auch gemeinsam 
1 „Vereine P^" bezeichnen.) 

6. Bsispiele von Hächeoelementvereinen. Wir wollen noch für 
le Art von Vereinen ein ein&iches Beispiel angeben, um uns mit 
n Begriffen vertraat zu machen: 

Zweidimensionale Elementvereine. 
a)z = 0,p = 0, 9 = (Fläche; speziell ar^^-Ebene); 
b) z = 0, y = 0, p = (C^; speziell x-Axe); 
e) X = Q,y = 0, z = (Pj-, und zwar Koordinatenanfangspunkt). 
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Eindimensionale Elementvereine. 

a) r = 0, y = 0, p = 0, 5^ = (C^; die Trägerkurve ist die 

x-Axe); 

h) z = 0, X =z 0, 1/ = 0, p^ + q^ = 1 (J^i ; die Gleichung des 
Elementarkegels ist x^ + y^ — z^ = 0); 

c) r = 0, a: = 0, y = 0, /? = {L^\ die Gerade, welche in allen 
Ebenen liegt oder Axe des Ebenenbüschels ist, hat die Gleichung 

r=y = 0). 

§ 28. Berührung von Flächenelementvereinen. 

1. Fläche und Elächenelementverein. Von allen den Gebilden, 
die wir im vorigen Paragraphen unter dem Namen „Flächenelement- 
vereine" kennen gelernt haben, sind in der gewöhnlichen Geometrie 
nur die Vereine F^ bekannt. Es ist bekannt, daß eine Fläche auf- 
gefaßt werden kann entweder als Punktgebilde oder als ümhüllungs- 
gebilde von Tangentialebenen. Berücksichtigt man diese beiden 
Auffassungen gleichzeitig, so gelangt man eben dazu, die Fläche als 
ein aus Flächenelementen bestehendes Gebilde aufzufassen. Der 
Name „Flächenelement" hat ja auch gerade daher seinen Ursprung, 
daß man die Flächenelemente als diejenigen Elementargebilde be- 
trachtet, welche eine Fläche zusammensetzen. 

Wie nun der Begriff „Fläche" sich dem allgemeinen Begriffe 
„Verein von Flächenelementen" unterordnet, so wollen wir jetzt auch 
den Begriff der Berührung zweier Flächen verallgemeinem. 

2. Berührung zweier zweidimensionaler Elementvereine in einem 
Elächenelement. Wir definieren die Berührung folgendermaßen: 
Zwei Flächenelementvereine berühren sich, wenn sie ein gemeinsames 
Flächeltelement haben, 

a) Zum Beispiel berühren sich zwei Flächen, wenn sie einen 
Punkt und in ihm die Tangentialebene gemein haben. So be- 
rührt die Ebene r = die Kugel (2: — 1)^ + x^ + y* — 1 = 0, weil 
das Element 

x=^i/=iz=p = q = 

den beiden Elementvereinen 

z z= p = q =s 
und 

^2_.2r + a:2 + y2 = 0, P = y^ ^ ^ = T^ 
gleichzeitig angehört. 
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b) Ebenso berühren sich eine C^ und eine Fläche in einem 
ikt, wenn die Kurventangente in der Tangeotial- 
liegt; denn beide Vereine haben dann ein gemein- 

! im vorigen Beispiel genannte Kugel und die x-Axe 
Element 

X =y = z =p='q = 0. 
1 schneidende C^ haben ein gemeinsames Element 
tunkt (also z. B. die :r-Axe and die tf'Axe haben 
Element x=y = x = p = q = 0). 
t {P^) und eine Fläche haben ein gemeinaames Ele- 
ankt auf der Fläche liegt. (Beispiel: x = ^== z=0 
= p = j = die Fläche. Das gemeinsame Element 
ten x = i/ = z = p = q = 0.] 

der verschiedenen Fällen sind alle Möglichkeiten 
veier zweidimensionaler Elementyereine in einem 
nelement erschöpft. 

j> zweidimensionalar Elementrereine in allen Ele- 
sins. Zwei zweidimensionale Flächenelcmentvereine 
1 eine ganze (eingliedrige) Schar von gemeinsamen 

besitzen, die natürhch dann ein eindimensionaler 
in muß. 

eben können eine gemeinsame C^ besitzen; z. B. 
: Cylinderr* + 2 z =s und die xy-Ebene längs der 
0, Den beiden Vereinen, welche durch die Ele- 
en Flächen gebildet werden, gehören also gemein- 
ente des Vereins, dessen Gleichung lautet: 
x = z=p = q = 0. 

welche die Eigenschaft haben, daß ihre Träger- 
sinem Funkt berühren, haben ein gemeinsames 

Flächenelemente, deren Ti^er der gemeinsame 

ist, und deren Ebenen die gemeinsamen Tangential- 
1 Kurven in diesem Punkt sind. 

jr» + 2y = 0, z = 

x = 0, r = 
m die beiden Kurven ; dann ist 

Monfluisiune X,, 
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c) Eine Fläche und eine C^, deren Punkte auf der Fläche liegen, 
hahen einen gemeinsamen Verein C^, 

Beispiel: 

und 

X = z = 

hahen gemeinsam den Streifen 

x = z==p=^q = 0. 

d) Ein Pg und eine C^ hahen ein gemeinsames Zj, wenn der 

Träger von P^ auf der Kurve liegt. 

Beispiel: 

X = y = z = 
und 

y = 2: = 
hahen das gemeinsame X^ 

x = i/=^z=p = 0. 

Mit diesen vier verschiedenen Fällen sind alle Arten erschöpft, wie 
zwei zweidimensionale Flächenelementvereine einen gemeinsamen 
eindimensionalen Flächenelementverein hahen können. 

4. ümhüllungsgebilde. Eine Flächenschar, welche zweigliedrig 
ist, kann eine Fläche umhüllen. Z. B. umhüllt die Gesamtheit aller 
Tangentialebenen einer Kugel ehen diese Kugel. Benützt man den 
Begriff „Flächenelementverein", so hat die ümhüUungsbeziehung 
folgende Bedeutung: Die eingehüllte Fläche ist ein ziüeidimensionaler 
Elementoerein (F^), welcher mit jedem Elementverein der Schar ein 
Element gemein hat 

Wir' wollen hierauf den allgemeinen Begriff „Umhüllung** hei 
Flächenelementvereinen entnehmen, den wir durch den soeben aus- 
gesprochenen Satz definieren. 

Hiemach kann z. B. jede Ebene aufgefaßt werden als Um- 
hüUungsgebilde aller Vereine F^, deren Träger sie enthält. Femer 
umhüllen alle Cg, deren Trägerkurven in einem Punkte sich berühren, 
den Verein ij, welcher aus allen, das gemeinsame Linienelement 
dieser Kurven enthaltenden Flächenelementen besteht u. s. w. 



§ 29. Definition und Eigenschaften der BerQhrungstransformationen. 

1. Definition der Berührungstransformationen. Unter einer Be- 
rührungstransformation des A3 (genauer gesagt: Unter einer De- 
rührungstransformation der Flächenelemente des dreimensionalen Raumes) 



§ 29. Defifdtion und Eigenschaften der Berüknmgsiransforin^itiofien, 153 



verstehen wir eine durch analytische Funktionen gegebene Trans- 
formation: 

(1) ^1 = ^(^>y>^>;^>ö'). 

Py ='Pip^jy7^jP>q)j 

qi = Q{^yyj^yP,q)y 

bei der jeder Elementverein wieder in einen Elementverein übergeht 

Wir verlangen also von den Formeln (1) erstens, daß sie eine 
wirkliche Transformation darstellen, d. h. daß die Funktionaldeter- 
minante 

nicht verschwindet. 

Zweitens yerlangen wir, daß bei dieser Transformation jeder 
Elementverein wieder in einen Elementverein übergeht. 

Diese zweite Forderung führt auf die Gleichungen 

Wenn nämlich die Gleichungen 

y^yikyh)y 

z=-z{t^,t^), 
P=P%h)y 

q = q{hy^2) 

einen Elementverein darstellen, also die Relationen 

dx> dx ^y n • 1 o 

erfüllen, so sollen die Formeln 

^1 =^(^(^ij^2)' y(^>^)> ^(^>^)> P{^yi2)y qihh)) 
u. s. w. ebenfalls einen Verein darstellen, d. h. es soll dann auch 



dz ^dx ^ ajr 

dti 



Üi ^ dti ^ 



= 



sein. Das gleichzeitige Verschwinden der beiden Ausdrücke fordert 
aber, daß sie sich nur um einen Faktor unterscheiden. 
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2. Ein notwendiges Kriterium. Nehmen wir beispielsweise der 
Keihe nach t^ = ^jy,z,p,g, so kommen wir zu den Formeln: 



dZ 

dx 

dZ 



(20 






^pi^^Q^^^ 



dx 



-P^^Q 



Q 
= 

= 



dx, 

dZ 
dp 

dZ 
dq 



dy 






- P 



dp 

dX 
dq 



-Q 



dx 

dY 
dy 

dY 

dx 

dY 

dp 

dY 

dq 



Aus diesen Formeln folgt umgekehrt wieder, daß die Eelation (1) 
für jeden Elementverein besteht. 

Wir können also die allgemeinen Formeln (2) durch diese speziellen 
Formeln ersetzen. — 

Die Funktion q muß von Null verschieden sein; denn es würde 
sonst jede dreireihige Determinante der Matrix 



dZ 


dX 


dY 


dx 


dx 


dx 


dZ 


dX 


dY 


dy 


dy 


dy 


dZ 

dx 


dX 

dx 


dY 

dx 


dZ 


dX 


dY 


dp 


dp 


dp 


dZ 


dX 


dY 



i ^Q ^Q ^<1 ! 

verschwinden müssen, damit die Gleichungen (2) keinen Widerspruch 

enthalten. Das Verschwinden aller dieser dreireihigen Determinanten 

würde aber zur Folge haben, daß entgegen der ersten Forderung 

die Determinante 

D(X,Y,Z,P,Q) 



verschwindet. 

Der Ausdruck 



I>{x,y,x,p,q) 



Q = 



dZ 

dx 



^P^^q ^^ 



dx 



dx 



muß also von Null verschieden sein. 
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Schließlich wollen wir den Gleichungen (2) noch eine andere 
Gestalt geben, indem wir die Größe q eliminieren und außerdem 

zur Abkürzung 

dF dF _ dF 

dx ^ dx "" dx 
und 

dF dF_ __ dF 

B y " dx dy 

setzen. Die fünf Gleichungen (2') lassen sich dann ersetzen durch 
die vier Gleichungen 

dZ -pdX f^ dY ^ 

dx dx ^ dx '^ ' 

d Z -p dX ri ^^ n 

/^x dy " dy '^ ^ dy '" ' 

^ z ^ p dx Q ^y __ Q 

dp dp ^ dp * 

d q d q ^ d q 

Diese vier Gleichungen, verbunden mit der Bedingung 

d Z -p dX n^^ JL. f\ 

^ dx dx ^ dx ^^ 

sind also jedenfalls notwendig, 

3. Umformung der Bedingungen. Wir wollen zeigen, daß diese 
Bedingungen auch hinreichend sind. Das ist bewiesen, wenn wir 
gezeigt haben, daß die Funktionaldeterminante 

D {X,Y,Z,P, Q) 
D{x,y,x,p,q) 

nicht verschwindet, sobald die Bedingungen (3) erfüllt sind. 

Dies wollen wir jetzt zeigen mit Hilfe der folgenden Betrachtung: 
Gegeben sei ein zweidimensionaler Elementverein, der sich wieder, 

wie wir schon wissen, in einen Elementverein verwandelt. 
Es sind also die beiden Gleichungen erfüllt 

dx dx 



-P 



(4) */ ''^ 

dx dx 

und daher auch die Gleichungen 

dZ pdX 

dt^ dt^ 



dy 


= 0. 


gP 


= 0, 




= 0, 


q'^ 


= 0. 
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Außerdem ist 



d Z -p dX ^ d Y 



wenn man darin für x, y, z, p, q ihre Werte als Funktionen von t^ 
und t^ einsetzt, eine Funktion von ^ und t^. 
Jetzt wollen wir die Gleichung 

dZ j^dX ^87 (dx dx dy 



-P 



^dJ (dx dx dy\ ^ 



nach ^2 dififerenzieren, wobei sich ergiebt 

d^Z dP dX dQ dY ^ ^^^ _q ^' ^ 



dtidt^. dt^dti d ti dti dt^dt^ ^ dtidt^ 

d Q I dx dx öy\ 

"^ Jt^ [jlt^ "■ ^ ä^ ■" ^ ~dt^) 

— ( ^'^ _ ^^^ _ ^*y dp dx ^Q , ^y\ _^ 

^ [dt^dt^ "" P~dtidt^ "■ ^ ~dt^dti " ~dt^ "dl^ "Ji^ ' Jt^f ~" ' 

Differenziert maa dagegen die Gleichung 

dt^ dt^ ^ dt^ ^[dt^ P dt, ^dt^l" 

nach t^, so kommt 

di^dti dti dt^ dti dt^ dt^dt^ ^ dt^dt^ 

d Q I dx ^ dx dy\ 

n( ^^^ -p ^'^ fj ^'^ ^^ ga; dg gyX ^^ 

^ \^ ö ^2 ö ^1 ^ dt^dt^ ^ dt^dt^ dti dt^ d t^ dt^j 

Wenn man diese beiden Gleichungen subtrahiert und überdies die 
beiden Gleichungen (4') berücksichtigt, so kommt 

/5\ \dt^' dt^ dt/ dtj'^ \dt^ dti dt^ dt^j 

^ ((dp dx ^ dp dx\ fdq dy ^ dq dy\\ 
^* \\dl["df^ ä^ Jl^l "*" [j^ Ti^ '^ Jt^ ~dt[l) ' 

Hierin wollen wir nun der Eeihe nach setzen 

In den beiden zuletzt genannten Fällen ist noch zu berücksichtigen, 
daß wegen der Gleichungen (4), die die speziellen Formen 

d X p. 
p = 0, 

dx ^ ' 

dx ^ 

dy ^ 
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annehmen, der partielle Differentialquotient einer Funktion von 
X, y, z, p, q nach x nicht einfach gleich 

dF 

dx ' 
sondern gleich 

dF . dF 

d. h. gleich 

dF 
d X 

und ebenso der partielle Differentialquotient nach y gleich 

dF 
dy 
zu setzen ist. 

Wenn wir dies alles berücksichtigen, so erhalten wir schließlich 

an Stelle der allgemeinen Gleichung (5) die vier folgenden speziellen 

Gleichungen 

dX dP , dQ dY dY dQ 



(6) 



dx 

^'et. 


dP 

dp 


dX 

dt. 


^ dt. 


dP 

- dq 


dX 
dt. 


dp 


dP 
dx 


dX 
dt, 


.. n^9 


dP 


dX 



dp 

dX 
dq 

dX 
dx 

dX 



dt, 

dP 

dt, 

dP 

dt, 

dP 



dt, dy dt, dy dt. 



+ 



+ 



+ 



+ 



dp 

dQ 
dq 

dQ 
dx 

dQ 
dy 



dt. 


dp 


dY 


dY 


dt. 


dq 


dY 


dY 


dt. 


dx 


dY 


dY 



dt, 

dt, 

dQ 

dt, 

dt, dy dt. 



Wir wollen jetzt zunächst von der Determinante Ä dieser vier 
Gleichungen, welche die Größen ^r-r- u. s. w. durch die Größen 



dt. 



dt, 

u. s. w. ausdrückt, zeigen, daß sie nicht verschwindet. Dabei 



benützen wir folgende Beziehung: 

Die Gleichungen (6) sind die ümkehrungen der Gleichungen 



(7) 



dX dX 
dt, dx 


dx 
dt. 


dX 
+ dy 


dy dX 
dt, ^ dp ' 


dp dX 
dt, ' dq 


dq 
dt,' 


dY dY 
d t, dx 


dx 
dt. 


^ dy 


dy dY 
dt, ^ dp 


dp dY 
dt, ' dq 


dt, ' 


dP dP 

dt, ~ dx 


dx 
dt. 


dP 

^ dy 


dy dP 
dt, ' dp 


dp dP 
dt, ^ dq ' 


dq 

' dt, ' 


dQ dQ 
dt, dx 


dx 
dt. 


^ dy 


,eydQ^ 
dt, * dp 


dp dQ 

dt, ' dq 


dt. 



4. Das hinreichende Kriterium. Zwischen der Determinante A 
der Substitution (7) und der Determinante J' der ersten Substitution 
besteht nun eine doppelte Beziehung. 
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Erstens ist 

JJ' = 1 , 

weil die Substitutionen zu einander invers sind. 

Zweitens aber erkennt man durch direkten Vergleich, daß 



J' 



ist. 



Hieraus folgt nun, daß 

ist, also von Null verschieden, da der Voraussetzung nach q von Null 
verschieden ist. 

Die Determinante 

D{x,y,x,p,q) 

hat nun aber (bis auf das Vorzeichen) den Wert: 

dZ dZ dZ dZ dZ 



dx 

dX 
dx 

dY 
dx 

dP 

dx 

dQ 



dx 

dX 
dx 

dY 

dx 

dP 

dx 



dy 


dp 


dq 


dX 


dX 


dX 


dy 


dp 


dq 


dY 


dY 


dY 


dy 


dp 


dq 


dP 


dP 


dP 


dy 


dp 


dQ 


dQ 


dQ 


dQ 



dx dx dy dp dq 

Wenn man die nur hierin erste Kolonne einmal mit p multipliziert 
und zur zweiten addiert, sodann mit q multipliziert und zur dritten 
addiert, so ändert sich der Wert der Determinante nicht, und es 
tritt jetzt an Stelle von 



überall 



dZ 


dZ 


dx ' 


dy 


dZ 


dZ 



dx 



dy 



u. s. w. 



u. s. w. 



Wenn man sodann die vierte Zeile mit — P, die fünfte mit — Q multi- 
pliziert und zur ersten addiert, so verschwinden alle Glieder der 
ersten Horizontalreihe mit Ausnahme des ersten (wegen der Glei- 
chungen (3), und das erste nimmt den Wert an 

dZ -pdX r\^^ 

dx dx ^ d% ^ ' 

Die vierreihige ünterdeterminante dieses Gliedes ist aber gleich A, 



y, — 1, 
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dann ist 



da^ dyi dx , dp , dy , dq 

dp dg 
"^di^^y dt, 

(dx dx dy\ 

^-[dt^-Pdi^'-^dTj' 
Also ist p = — 1. 

Die Determinante J hat den Wert 



dx 
dti 



J = 









-1 














-1 


-1 














-1 


Ü 






= 1, 



d. h. also, sie hat den Wert q^. 

Die Determinante D hat den Wert 



^ (P^y Vy ^> P, q) 









-1 














-1 


P 9 


-1 


X 


y 


-1 











-1 












= -! = (»'. 



Die Elammerrelationen ergeben 

[X, 7] = [P, (2] = , 
[X,Z}=-l-{p-p) = 0, 

\_r,Z]:=-l-{q-q) = 0, 

[X,P]=-1. -!={-(,), 
[7,Q]=-1--1=(-^), 
[P,^ = !•«= -P=()-P, 

Alle diese Resultate stimmen mit den in Nammer 3 bis 5 dieses 
Paragraphen entwickelten allgemeinen Formeln überein. 

7. Transformation tob ümhüllnngsgebilden. Aus der Definition 
und den geometrischen Eigenschaften einer Berührungstransformation 
folgt unmittelbar der Satz: Bei einer Berührungstransformation ver- 
wandelt sich das Umhüllungsgebilde einer Schar von Elementvereinen 
in das Umhüllungsgebilde der transformierten Schar. 



i-enlialgleiehx 



welche die folgenden Auflösungen ergeben 

dZ dT dZ dY 

P = 



(2) 



dx 


dy 


dy 


dx 


dX 


dY 


dX 


dT ' 


dx 


dy 


dy 


dx 


dZ 
dy 


dX 
dx 


dZ 
dx 


dX 
dy 



dX dY dX dY 



dx dy dy dx 

Wir wollen die Bildung der Ausdrücke P und Q die Erweiterung der 
durch Formeln (1) definierten Punkttransformation nennen und die 
Formeln (1) und (2) zusammen als die „erweiterte Punkttrans- 
formatiou (1)" bezeichnen. 

Wir müssen nun nach § 29, 4 noch untersuchen, ob die Größe 

d Z T) dX ^ d Y 

von Null verschieden ist; denn dann erst definieren die Formeln (1) 
und (2) zusammen wirklich eine Berührungstransformation. 
Es ist 

dZ^(dXdY_ dXdY\ _ dX(dZ^,dY__ ±^,^] __ ^ YldZ^dX dX dZ] 
d^\dx dy dy dx) dx\dx dy dy dx) dx\dy dx dy dx] 
^ "■ ' dXdY dXlY 

dx dy dy dx 

Entwickelt man nun den Zähler, indem man für die Ausdrücke 

-r- u. s. w. ihre wirklichen Werte einsetzt, so heben sich alle Aus- 
dx 

drücke fort, welche die Faktoren p oder q haben, und es bleibt 
gerade die Funktionaldeterminante 

DjX^Y^ Z) 
D (x, y, x) 

übrig. Da aber der Voraussetzung nach diese Determinante nicht 
verschwindet {§ 3, 1), so ist auch p von Null verschieden und wir 
haben den Satz: 

Erweitert man eine beliebige Punkttransformation (1), indem man 
die Formeln (2) hinzunimmt, so erhalt man eine Berührungstransformation. 

2. Beispiel. Es sei eine Punkttransformation gegeben durch 
die Formeln: 

x^ — X cos (p -— y sin cp , 

(r) yj = y cos qp + or sin qp , 

Zy ^ z + a. 



linii, da die Fonktional- 
I Wert hat Wir haben 

• Ol 

1 = 1. 

1 I 

Formeln: 



BerührnngBtrsnsformatioQ, 
indem er um den Winkel <f 
der Rotation ist Zngleicli 
:-Axe Tcrschoben. — 



ransformationen. 

§. Bei einer Berührungstrans- 
vieder in einen Elementverein 
jeder zweidimensionale 
Bei den erweiterten 
Pj wieder in einen Ver. 
h andere zweidimensio- 
m wir zu anderen ße- 
einem Vereine Pj z. B. 

18, welcher einem Punkt 
Fläche, und wir wollen 



! Fläche definiert, die 

akterlBtisclien Oleichiuig. 

falls eijte ganz bestimmte 

i gelingen soll, auf Grund derselben eine 

zu definieren. Die Flächenelemente der 

lefinierten Schar müssen den ganzen Eaum 

iß, wenn ein beliebiges Klement ^pyi.^i.Pi, ?i 
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gegeben ist, eine Fläche der Schar angeben können, welche dieses 

_ • 

Element enthält 

Könnte man nämlich eine solche Fläche nicht angeben, so wäre 
die erste Vorbedingung einer Transformation, daß jedem Element 
'^vi/v ^vPv 9i *^ßli ®i^ Element x,7/,z,p,q zugeordnet wird, nicht erfiilli 
(Hieraus folgt, daß die Funktion ii alle sechs Variabein x,y,ZjXy^,y^,z^ 
enthalten muß.) 

Analytisch drückt sich diese Forderung so aus: Es müssen 
sich die Gleichungen 

(2) "ä^ + ^iT^^"' 

dSl ^ dSl ^ 
nach Xyy^z auflösen lassen, d. h. es darf die Funktioruzldeterminante 



D = -' 



2, 



ii ii Q 

ii ii ^ ii ii , ii ii -^ ii ii , ii ii -^ ii ii 

mcA^ verschwinden^ wenn die Gleichung 

ii{x,y,z,x^,y^,z^)==0 
erfüllt ist. 

Man beachte, daß sich, wenn diese Bedingung erfüllt ist, auch 

die Gleichungen 

(2') -d-x- + P-d^ = ^' 

dSi ^ dSi ^ 
oy ^ dx ' 

nach ar^, yj und z^ auflösen lassen, da die der Determinante D ent- 
sprechende Determinante sich von D nur um den Faktor ( ^ ] 

unterscheidet, der von Null verschieden ist, da ii die beiden Größen 
z und z^ enthält 

3. Aufstellung der die Transformation definierenden Formeln 
mit Hilfe der charakteristiBchen Gleichung. Wir können jetzt aus 
der charakteristischen Gleichung die Transformationsformeln be- 
rechnen und werden gleichzeitig auch beweisen, daß die in 2. ent- 
wickelte notwendige Forderung, welche die Funktion ii erfiQlen 
muß^ auch hinreichend ist — 



lestinunen kann und dann aus den ersten beiden unter 
j-leichuQgen (1) noch p^ und q^ erhält. 
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Genau so kann man zeigen^ daß sich mit Hilfe der fünf Glei- 
chungen auch X, 7/, z, p, q als Funktionen von ar^, y^, 2:^, p^, q^ be- 
stimmen lassen. 

Also haben wir das einfache Resultat erhalten: 

Die charakteristische Gleichung 

Si{x,y,z,x^,y^,z^^O 
bestimmt zusammen mit den vier Gleichungen 

öß , öß ^ 

dyi ^^ dxi 

eine Berührung str ans forrnation^ wenn die Determinante 

aß _aß aß 

hx ^ dy ^ 

d^si dj2 a^ ß aß a»ß aß 

dxd Xi d Xi d xdxi dxi dx dx^ dxi 

a«ß aß a«ß aß a«ß aß 

dxdyi dxi d x d x^ d y^ d x d y^ d x^ dxdx^ dyi 

nicht in Folge von 

Sl{x,y,z,x^,y^,z^) = 
verschwindet 

4. Die LEOENDBE'sche Transformation. Wir wollen das folgende 
Beispiel behandeln: Es sei gegeben die charakteristische Gleichung 

fi = z + Zj+xXj+ yy^ = . 

Wir haben dann nach den soeben ausgeführten Entwickelungen 
die Gleichungen hinzuzufügen: 

aß . aß 



dx 




a«ß 


aß 


dxdx^ 


dx^ 


a«ß 


dSl 



dx ' ^ dx 


- ■ -^1 \ t^ — ^ > 


dSi dSl 

dy ^ ^ dx 


==yi + ? = o. 


dSl ^ ^ dSl 
dx, ^P^dx, 


= ar +;»j=0, 


aß aß 

dy.'^^^dx. 


= y +^1=0. 



a,-p-ga,=0 




ler in einen durch die Gleichungen 




?i =»ift -*i. 




'.-1'.+^-*.. 




<!,+», +y,a,_0 




ten Verein, d. h. wieder in einen Verein C^, 


der von 
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Elementen gebildet wird, deren Träger auf der Geraden liegen, deren 
Gleichungen lauten: 



Xi ff^ 



c) Bisher untersuchten wir spezielle Arten von zweidimensionalen 
Elementvereinen, Wir wollen nun sehen, in was für ein Gebilde 
sich ein Verein C^ verwandelt, dessen Trägerkurve nicht eine gerade 
Linie ist. 

Der Verein C^ sei gegeben durch die Gleichungen 

z = i/;(ar), 
ip' {x) — p — q(p' {x) = 0. 

Dann lauten die Gleichungen des transformierten Gebildes 

p^ = -X, 

Sie stellen also eine abwickelbare Fläche dar, nämlich die von den 
Ebenen 

z^ = tx^ -.y^(p{-t)-^{-t) 

umhüllte Fläche. (Man hätte dies auch direkt daraus ersehen können, 
daß ein P^ sich in eine Ebene verwandelt, und daher ein Umhüllungs- 
gebilde von Pg, nämlich ein Verein C^, in ein ümhüllungsgebilde 
von Ebenen [§ 29, 6], also in eine abwickelbare Fläche.) 

Umgekehrt verwandelt sich eine abwickelbare Fläche, gegeben 
durch die Gleichungen: 

z = tx+y(p{t) + il;{t), 

p = t, q = (p{t), 
in einen Verein C^: 

deren Träger die durch die ersten beiden Gleichungen definierte 
Kurve bilden. 
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anderen Flächen werden wieder in Flächen verwandelt 
nicht in abwickelbare Flächen). — 
1^* 4Von eindimensionalen Elementvereinen wollen wir die Ver- 
#' * besonders betrachten. 
^ Ä i/j ist gegeben durch 

br^" ^ = ^0 > 1/ ^^ I/o* ^ ~ ^0 » 

^ formierte Gebilde durch: 

R^ ;>i = - ^0 j 

Uli» ^i=-yo. 

i^T^ ^1 = - ^1 (^0 + ^0 «^) + /'yo - ^0> 

-^JBllt also eine C^ dar, und zwar einen Streifen, dessen Trägerkurve 
1 gerade Linie ist, und dessen Elemente alle einander parallel sind. 
. Umgekehrt verwandelt sich ein solcher Streifen in einen Ver- 

' e) Endlich wollen wir diejenigen (ein- oder zweidimensionalen) 
imentvereine einer besonderen Betrachtung unterziehen, deren 
Iger auf dem Faraboloid 

2 z -^x^ + 1/^ = 
l^en sind. 

Die Punkte 

ihen über in die Elementvereine: 

Pi = -^0* 9i = -'!/o> 

^0* + Vo^ 



z. 



h. in die Tangentialebenen, (Einem Punkte entspricht die in diesem 
mkte an das Paraboloid gelegte Tangentialebene.) 

Die Tangentialebenen ihrerseits gehen in die Berührungs- 
Hkte über. 

Weiter folgt, daß eine Kurve [C^, die auf dem Paraboloid ge- 
len ist, übergeht in eine abwickelbare Fläche, welche das Para- 
loid längs der Kurve C^ berührt. 
-. . Ein Idnienelementy welches auf dem Paraboloid gelegen ist (d. h. 

Dt Punkt dem Paraboloid angehört, und dessen Richtung der 
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Tangentialebene des Paraboloides in diesem Punkte angehört), ist 
gegeben durch: 

2 



^ = ^o> y = yo> ^=- 



Diese Gleichungen gehen über in: 



Pi = -^o> 




9i = -yo> 




«(^1 -^o)+ß{!/i 


-y«) = o, 


7-=. — .r. r. . — 11 1 


„ .1 ^»' + 2'»' 



D. h. wir bekommen eine Gerade (vgl. d), die, wie die letzte 
Gleichung lehrt, das Paraboloid im Punkte x^y^ berührt, und der 
Streifen, welcher dieser Geraden zugeordnet wird, besteht aus lauter 
Elementen, die der Tangentialebene angehören. (Es ist ja /^i = — -^^o > 

91 = -yo-) — 

Alle diese hier erörterten Eigenschaften der LBGENDEE'schen 
Transformation werden wir später verwerten. 

5. Die Dilatation. Jedem Punkte wird eine Eugel mit dem 
Radius 1 zugeordnet. Das geschieht durch die Gleichung: 

•Ö(^>y, ^.XvVv ^i) = (^ - ^i)^ + (y - yi)^ + (z - 2ri)2 _ 1 ^ . 
Zu dieser Gleichung treten noch hinzu die Gleichungen: 

(ar-:ri)+;?(z-.ri) = 0, 

(y-yi) + ?(2^-^i) = ^j 

- (:r - x^ - ;?i (2^ - 2:1) = , 

-(y-yi)-9i(2^-^i) = o. 

Löst man die Gleichungen auf, so kommt 

V 



X^:= X '\- 



YWfVq' 



2'x=J' + yn:^.' 



z, ■= z — 1 

^ ■ yi+p» + 2' 



«a«. , aß, 9Pi, SSI, Sx, 



da ' dt, "^ 



et, ■*■ ö"* ' Sk 
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und 



dxi dt{ dyi dii dx^ dii 



d S2^ dx d S2^ d y . d S2^ dx ,. 

"^ "ö¥" ' "ö^ "*■ ~dY ' Tt7 "*" "dir "dt^ " ' 

Damit nun die Gleichung (2) infolge der Gleichungen (1), oder was 
dasselbe ist, infolge* der Gleichungen (1') besteht, müss'en die folgen- 
den Eelationen erfüllt sein: Man muß zwei Größen Aj und ^ be- 
stimmen können, welche die sechs folgenden Gleichungen erfüllen: 



dSl^ 


dxi 





(1") 



dSi^ 


dx^ 






dx 

dy 
dS2^ 



^ -^ + A, ^'- + (> = 0. 

'' dx ^ dx ^ 

[Aus diesen Gleichungen folgt umgekehrt wieder die Gleichung (2).] 
Wenn wir die Gleichungen (1") nach p, q, p^ und q^ auflösen, 
so kommt endlich: 

_ dx^ * dx^ 

Pi- ~jJK^x'I^' 

* dxi ' dxi 
, dSli dS2^ 

T ^9 






(3) , dS2i dSl 



9 



;, = - 



? = - 



'^"äT"^*' ay 



Kann man nun aus den Gleichungen (1) und (3) zusammen — nach 
vorheriger Elimination von A^ und l^ — die Variabein arj,^^,^^,/?^,^^ 
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unktionen der x, i/, z, p, g bestimmen, und umgekehrt die Va- 
in X, y, z, p, q als Funktionen der x^, j/^j z^, p^, q^, so bestimmen 
:^leichungen eine Berührungstransformation. — 
Wir wollen hier nicht die allgemeinen Bedingungen erörtern, 
16 diese Forderung den beiden Funktionen fl^ und fl^ auf- 

<t, sondern uns begnügen, zwei Beispiele anzugeben. Dies ge- 
um so eher, als wir später nur von erweiterten Punkttrans- 

lationen und von Punktflächentransformationen Gebrauch machen 

len. 
2. Die AMPiBE'sohe Transformation. Es sei 



ß,= 


= z + Z^+XX^ = 


0, 


^3 = 


= y-yi = ^- 




nn treten hinzu die Gleichungen: 




Pi 


X^x + X^ '0 
"" Xi + X^'O 


1 


?i 


X'O -X, 




P 

n 


X^Xi+X^-O 
X,+X^'0' 

^1 . + Xj 





US den Gleichungen (1) und (3) zusammen folgt: 

^1 = -P^ 

z^ = xp ^ Z, 
p^= -X, 

?1= -?• 

Diese Gleichungen bestimmen in der That eine Berührungs- 
loisformation, denn es ist: 

dxi dxi dyi ^ dx , ^P _^*__ ^P i ^y 

3. Die LiE'sche Geradenkugeltransformation. Es sei 

flj = aTj + eyj + z + xz^ = 0, 
ßg = :r [x^ - iy^ + y - z^ = . 
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Hierzu treten die Gleichungen: 

^1 = " X,x-X, ' 
lii — X^ix 

(3) 



^ _ XiJh+Xj j Xi -iyi) ^ 



^ 






Löst man auf, so kommt: 

, ^i.fjHip._^_^.p» + gy] 

1 2 \q — X ^ " ^ I 

•^1 2 Xq- X ^ ' q ^ X I 

(5) ,=P^±li(., 

ga? — 1 

. 1 + g'OJ 
91 = - « 



3' + a? 
und es ist 

dx^ dx^ d yi __^ qx I dx dx öy\ 

Die Transformation ist also eine Bertihrungstransformation. — 

Diese Transformation hat eine interessante Eigenschaft: Die 

Gerade (C^) 

y = a^z + b^, 

z = a^x + b^ 

geht über in einen Elementverein, dessen Trägergebilde definiert ist 
durch 

^1 + ^!/i + «a ^ + ^2 + ^^1 = 0' 
^ (^1 — ^!/i) + a^x + b^— z^=0, 

also in eine Kugel. 

Eliminiert man nämlich hieraus x, so kommt; 

^1* + I/i^ + H^ + ^1 («1 + ^2) + «>i K - ^2) + ^1 K - ^) 
+ öj ^2 — ij Oj = . 

Die Transformation verwandelt also die Geraden des Raumes 
ar, y, z in die Kugeln des Raumes ar^, y^, Zj. 



a C^), oder es kann da^ Uebüde einen 
sn (dann ist ea ein P^). 
asaag des Problems hat einen großen Vor- 
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Führen wir eine Berührungstransformation aus, durch die eine 
gegebene Differentialgleichung in eine neue übergeht^ so verwandelt sich 
dabei jedes Integralgebilde wieder in ein Integralgebilde (der neuen 
Oleichung). 

Dieser Satz ist evident, denn erstens wird jeder Flächenele- 
mentverein wieder in einen Verein {derselben Dimension, § 3, 4) über- 
geführt, und zweitens verwandelt sich jedes der durch die erste 
Gleichung gegebenen Schar angehörige Flächenelement in ein Flächen- 
element, das der durch die transformierte Gleichung gegebenen 
Schar angehört — 

Als Differentialgleichung im erweiterten Sinn bezeichnen wir nun 
jede Gleichung zwischen den fünf Koordinaten des Flächenelements ; 
denn jede solche Gleichung stellt eine viergliedrige Schar von 
Flächenelementen dar, und jede solche Gleichung giebt Anlaß, sich 
die Aufgabe zu stellen, alle Elementvereine zu bestinmien, welche 
dieser viergliedrigen Schar angehören. 

Aus der Definition des Integrationsproblems folgt unmittelbar: 
Hat eine eingliedrige Schar von Integralgebilden (J^) eine Enveloppej 
so ist diese Enveloppe ebenfalls ein Integralgebilde, 

2. Transformation einer Gleichung in die Normalform. Der 

Umstand, daß bei Berührungstransformationen, kurz gesagt, das 
Integrationsproblem invariant bleibt, legt den folgenden Gedanken 
nahe: Ist es vielleicht möglich y zu beweisen, daß jede Differential- 
gleichung sich auf eine Normalform bringen läßt, welche sich leicht 
integrieren läßt, und kann man die durch Integration dieser Normal- 
form gewonnenen Resultate dann umgekehrt auf die allgemeine Form 
übertragen? 

Wir wollen zeigen, daß eine solche Transformation möglich ist unter 
Voraussetzung der früher (§ 26, 3) bewiesenen Existenz der vollständigen 
Lösung, 

Existiert nämlich eine vollständige Lösung 

z = CQ{x,y,a,b), 
so definiert die Gleichung 



zusammen mit 



, dct) ^ 
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du) ^ 



? - 



dx 

da 
dy 



= 



eine Berührungstransformation, weil die Determinante B (§ 31, 2) 
den Wert hat: 



i> = 



doi 


doi 


dx 


dy 


ö«w 


ö«w 


dxdXi 


dybx^ 


d«ai 


d«ai 



dxdyi dydy^ 



- 1 






d«a> 



ö« 



6) 



d X d cci 
d^co 



d ydxi 
d*(a 



dxdyi dydy^ 



der der Voraussetzung nach (§ 26, 3) von Null verschieden ist. 

Man kann also eine Berührungstransformation angeben, welche 
die Gesamtheit der unter der vollständigen Lösung enthaltenen 
Integralflächen überführt in (zweidimensionale) Integralgebilde der 
GHeichung 



2:^ = 0. 



Wenn nämlich 

ist, d. h. wenn die Fläche eine (zur vollständigen Lösung gehörige) 
Integralfläche ist, so ist auch 

^1 = 0, 

d. h. die Träger des transformierten Gebildes liegen in der ory-Ebene. 
Wir behaupten aber weiter: Durch die angegebene Trans- 
formation verwandelt sich jedes Integralgebilde der gegebenen 
Gleichung 
(1) F{x,y,z,p,g)=^0 

in ein Integralgebilde der Gleichung 



Zj = 0. 



Es folgt dies daraus, daß nach Nr. 1 jedes Integralgebilde als üm- 
hüllungsgebilde einer zweigliedrigen Schar (z. B. der durch die voll- 
ständige Losung dargestellten Schar) aufgefaßt werden kann. 

JBei der genannten Transformation geht also jedes Integralgebilde 
wieder in ein Integralgebilde über. 

Wir bemerken endlich noch, daß, wenn man die expliciten 
Gleichungen der Transformation aufstellt, für z^ sich der folgende 
Wert ergeben muß 

^1 = <? (^» y? 2:, p, qyF{x, y, z, p,q), 

LiSBMASN, Differentialgleichungen. ^^ 
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weil jedes Integralgebilde der transformierten Gleichung die Be- 
dingung 

«1 = 0, 

und jedes Integralgebilde der gegebenen Gleichung die Bedingung 
erfüllt 



§ 34. Integration der Normalgleichung z^ = 0. 

1. Zweidimensionale Integralgebilde {J^. Da wir früher alle Arten 
von Flächenelementvereinen aufgezählt haben, können wir jetzt die 
Gleichung r^ = leicht integrieren. Wir gelangen zu folgenden 
Arten von zweidimensionalen Integralgebilden: 

erstens: Die Ebene z^ = selbst [z^ =0, p^ = 0, y^ = 0), 

zweitens: AUe Punkte (P^) der Xj^j -Ebene, 

femer alle C^, deren Trägerkurven in der ar^y^ -Ebene gelegen sind 

yi = 9(^i)j ^1 = 0, p^+ q^ (p'{x^) = 0. 

Man beachte, daß das Umhüllungsgebilde von oo^ zweidimen- 
sionalen Integralgebilden immer wieder ein Integralgebilde ist, denn 
wenn wir oo^ Kurven nehmen, die eine einhüllende Kurve haben, 
so ist ja der Cg-Verein, dessen Trägerkurve diese Einhüllende ist, 
selbst das Umhüllungsgebilde der erzeugenden Elementvereine C^ 
(§ 28, 4). 

Ebenso: Wenn man oo^ Punkte nimmt, so bilden sie in ihrer 
Gesamtheit eine Kurve, und der Verein C^^ der zu dieser Kurve 
gehört, ist das Umhüllungsgebilde der Vereine P^, deren Träger die 
einzelnen Punkte der Kurve sind. 

Eine Ausnahmestellung nimmt nur die Ebene Zj = selbst ein, 
insofern als sie das Umhüllungsgebilde einer zweigliedrigen Schar 
von Integralgebilden ist, und umgekehrt eine zweigliedrige Schar von 
Integralgebilden gerade die Ebene als Umhüllungsgebilde besitzt. 

Z. B.: Alle Punkte (Pg) der Ebene haben als gemeinsames 
Umhüllungsgebilde die Ebene 2:^ = 0. 

Ebenso: Alle Geraden der Ebene (aufgefaßt als C^ haben die 
Ebene als gemeinsames Umhüllungsgebilde. 

Dagegen befinden sich unter den Elementen, welche das Um- 



^•Ebene gelegen sind, sind definiert durch G-leichungssjsteme 
^nder Form: 

*i = a, 

y, = ft, ap, + ^yj = 0. 

«1=0, 
r können eine Reihe Eigenschaften derselben angeben, durch 
sie sich von allen anderen eindimensionalen Integralgebilden 
leiden. 

itens gut der Satz: Haben zwei Integralgebäde J^ (bo wollen 

zweidimensionalen Integralgebilde bezeichnen) ein gemein- 

^ächenelemerU, welches nickt der singulären Losung angehört, 

% $ie alle Elemente eines Vereins Zj gemeinsam, zu dem jenes 

t ffehärt. 
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Z. B. haben ein Integral-Pg ^nd ein Integral-(72 ^^^ Elemente 
des Vereins L^ gemeinsam, dessen Axe die im Träger von P^ an 
die Kurve C^ gezogene Tangente ist. (Der Punkt P^ muß dabei 
natürlich auf der Kurve C^ liegen.) 

Beispiel: 

^1 = yi = ^1 = Ö 
und 

^1 = 0, 2^1 = 0, 91 = 

haben gemeinsam den folgenden Z^: 

^1 = ^1 = ^1 = ^1 = . 

Ferner wollen wir die Trägerkurven zweier Integral- (7^ betrachten. 
Damit diese Kurven ein gemeinsames, der ' singulären Lösung nicht 
angehöriges Flächenelement haben, müssen sie sich notwendigerweise 
berühren in dem gemeinsamen Punkte. (Würden sie sich nämlich 
nur schneiden, so würde das gemeinsame Flächenelement in dem 
Schnittpunkte der Ebene 2:1 = angehören, also singulär sein.) 
Wenn sie sich aber berühren, so haben sie alle Elemente des Ver- 
eins ij gemeinsam, dessen Träger der Punkt ist, in dem sich die 
Kurven berühren und dessen Axe die gemeinsame Tangente ist. 

4. Die Integralgebilde /^ ^^^ ümhüllungsgebilde der oharakte- 
ristisohen Ly Die charakteristischen Z^ haben aber noch eine 
weitere Eigenschaft, welche sie auszeichnet. 

Nehmen wir eine beliebige Kurve der x^ yj-Ebene und ordnen wir 
jedem Punkte derselben ein nicht singuläres Flächenelement zu, 
welches zu der gegebenen Schar gehört und welches andererseits 
die Kurve berührt, so entsteht ein Integral-C^. Jedes dieser Elemente 
aber gehört einem ganz bestimmten Vereine L^ an, und alle diese 
Vereine i/j zusammen erzeugen einen Integral-Cg. 

Der Integral-(72 also kann mit Hilfe der L^ dargestellt werden, 
wenn man von der Trägerkurve ausgeht: Man nehme eine beliebige 
Kurve (deren Punkte natürlich Träger von Elementen der gegebenen 
Schar sein müssen), ordne sodann jedem Punkte irgend ein der Schar un- 
gehöriges Element zUj das nicht der singulären Losung angehört Jedes 
dieser Elemente bestimmt einen charakteristischen Verein L^y und die 
Gesamtheit dieser Vereine L^ ist ein J^, 

Auch diese Eigenschaft kommt nur den charakteristischen L^ 
zu. Alle anderen J^ (eindimensionalen Integralgebilde), welche nicht 
aus lauter singulären Flächenelementen bestehen, haben als Um- 
hüllungsgebilde entweder eine endliche Anzahl bez. eine nicht kon- 
i;i22üierliche Schar von Flächenelementen, oder aber eine endliche 



zuordnet, welche in ihrer Gegamtheit einen J^ bestimmen: 
heneUmente dieses J^ gehört nämlich einem charakleristi- 
tad die Gesamtheit dieser eharakteristischen J^ definieren 
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Kennen wir also die charakteristischen J^, so können wir das 
zweidimensionale Integralgebilde bestimmen, welches eine gegebene 
Kurve enthält. 

Durch diese Betrachtung wird also das Tntegrationsproblem auf die 
Bestimmung der charakteristischen J^ reduziert. 

Wir wollen noch bemerken, daß diese charakteristischen J^ 
immer C^ oder Elementstreifen sind, wenn die gegebene Gleichung 
eine Differentialgleichung im eigentlichen Sinne ist, d. h. mindestens 
eine der beiden Größen p^q wirklich enthält. 

Denn die Gesamtheit der charakteristischen J^ enthält ja alle 
Flächenelemente der gegebenen Schar, und es erzeugen cx>^ charak- 
teristische /j, welche sämtlich je ein Element eines J^ enthalten, 
einen zweidimensionalen Elementverein, d. h. im allgemeinen eine 
Fläche. Eine solche Eigenschaft kommt aber, wenn XyyyZ in einem 
gewissen Bereich beliebig variieren können, nur solchen Vereinen zu, 
die Cj, d. h. Elementstreifen sind. 

Es können die charakteristischen J^ nicht Elementarkegel sein, 
denn oo^ Elementarkegel, deren Träger eine Kurve bilden, können 
nur ein Gebilde mit eindimensionalem Träger umhüllen. 

Nur in dem Falle, wo die Gleichung von p und q frei ist, re- 
duzieren sich die charakteristischen J^ auf Vereine Ly — 

Dem entsprechend wollen wir bei einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung die charakteristischen J^ als charakte- 
ristische Elementstreifen oder einfach als charakteristische Streifen 
bezeichnen. 

2. Das System von Gleicliiingen znr Bestimmung der charakte- 
ristisclien Streifen. Wir haben früher bei der Eeduktion auf die 
Normalform die Kenntnis einer vollständigen Lösung vorausgesetzt. 
— Um nun jetzt die Differentialgleichungen für die charakteristi- 
schen Streifen aufzustellen, bedürfen wir dieser Kenntnis garmcht Der 
Umstand, daß (§ 33, 2) eine Gleichung dieser Transformation die 
Gestalt 

^1 = y (^J yy ^7Py 9) ^{^J I/y ->P^ 9) ( = -^T (x, y, z,p, q)) 

hat, genügt bereits. 

Es sei nämlich 

^1 =Z{x,y,z,p,q), 

(1) Vi = ^{^yVy^^Vy^^ 

p^^f{x,y,z,p,q), 

eine Transformation, welche die Reduktion auf die Normalform leistet. 
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Dann erfüllen die Gleichungen, welche die charakteristischen 
Streifen darstellen, 

X = x{t), 

P=p{t)y 

die Gleichungen (§ 29, 7) 

dx* dX dx , dX dy , dX dp , dX dq .^ 



dt dx dt dy dt dp dt dq dt 

dy^ _ dT dx_,dY^ ^ t II. ^P ^^ - ^^ = 

(2) dt " dx' dt "^ dy ' dt "^ dp ' dt '^ dq' dt ' 

d*i _ dZ dx dZ dy dZ dp dZ dq __ ^ 



dt dx dt dy dt dp dt dq dt 

^ dqi ^ dp, {-pdQ ^dP\dx (pdQ QdP\dy 

Denn die Gleichungen 

dx, _ dy, ^ dxy ^ dq^ _ dpj^ ^ ^ 
dt dt dt ^1 dt ^1 dt 

stellen ja die charakteristischen L^ dar 

{Zj^ = 0, Xj = 0, y, = b, ap^ + ßq^ = 0) ; 

es müssen also die weiteren (rechtsstehenden) Gleichungen die 
charakteristischen Streifen der Gleichung 

F{x^yiZyPyq) = ^ 
darstellen. 

Diese Gleichungen sind nun erfüllt, wenn man 

dx dF dy dF dx dF . dF 

(3) 



dt dp' dt dq' dt ^ dp ^ ^ dq 



dp^__dF^ dq _ dF 
~di dx ' dt '^ dy 

setzt, oder^ was dasselbe ist, 

dx 1 dZ 



XL S. W. 



dt q> dp 

(Es ist 

_aZ^ di<pF) ^ d^ ^^dg^^ dF^ 

dp dp ^ dv dp ^ dp 

weil ^ = ist.) 
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Setzt man nämlich diese Werte ein, so verwandeln sich die 
Gleichungen (2) in 

^^ = [Z,Z], ^{p^^j--g^^) = P[Z,Q]-Q[Z,P]. 

Alle diese Ausdrücke verschwinden aber, weil die Gleichungen (1) 
eine Berührungstransformation darstellen. 

In der That, nach (§ 29, 5) ist 

während die Bedingung 

von jeder Funktion erfüllt wird. 

Hieraus folgt, daß die Gleichungen (3) wirklich die charakte- 
ristischen Streifen bestimmen. 

Im ganzen sind wir also zu dem folgenden einfachen Ergebnis 
gelangt: 

Um eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

F[x,y,z,p,q)=^0 

zu integrieren, d. h, um die eine gegebene Kurve enthaltende Integral- 
fläche zu bestimmen, genügt die Kenntnis der charakteristischen Streifen. 
Dieselben sind bestimmt durch da^ folgende System von gefoÖhnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung: 

dt" dp' dt^dq' dt " P dp '^ ^ dq ' 

dp^___d^ dq _ dF 
dt " dx ^ dt "" dy ^ 

zusammen mit der Gleichung F{x^y,z^pyq) = 0, 

3. Die linearen partiellen Differentialgleichungen. Die Charak- 
teristikentheorie kann man speziell anwenden auf die Differential- 
gleichungen 

p ^{^,!/j z) + q ^{xjyj z) - ^(^,y, ^) = 

und bekommt dann flir die Trägerkurven der charakteristisclien 
Streifen die einfachen Gleichungen 
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dy ^ Y{x,y,x) 
dx X{Xj y, x) 

dx __ pX{x,y,x) + q Y ( x.y,%) _ Z{x, y, x) __ 
dx X(x,y,x) X(x,yyX) ' 

Schreibt man die Lösung z in der impliciten Form 

80 verwandelt sich die Diflferentialgleichung in 

dx dy dx 

und wir sehen, daß die Integration dieser partiellen Differential- 
gleichung äquivalent ist mit der Integration des Systems 

dy __ Y{x, y, %) 
dx X{x,y,x) 

dx __ Z(Xyy,x) 
dx X{x,y,x) * 

Dieses Ergebnis stimmt genau mit den Entwickelungen von § 4, 3 
überein. 



§ 36. Die Gleichung z^-px-^qy^ ^^^ = 0. 

1. Die charakteristischen Streifen. Wir wollen jetzt als Bei- 
spiel die Gleichung 

behandeln. 

Die Differentialgleichungen zur Bestimmung der charakteristi- 
schen Streifen lauten: 

dx 
dy 



Diese Gleichungen lassen sich leicht integrieren, und man erhält 
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p = constans = p^ , 
q = constans = q^ , 

Poi^ - ^o) + ?o(y - I/o) - (^ - ^o) = 0, 
a? + JPq __ «i) +Po 

y + eo yo + ?o ' 

Die Konstanten x^, y^, z^^ p^, q^ können dabei nicht beliebig gewählt 
werden, vielmehr muß 

^0 - Po^o - %yo - ^° 2 ^' = 
sein, und außerdem muß für 

2 

- ^4^ - i^ ^ - (^ y - ^^ = - I ((^ + Po? + (y + ?o)^) = 

sein, und Ask x + p^^ c{y + q^ ist, unter c eine beliebige Konstante 
verstanden, so muß für 

2 

einzeln 

sein. 

Demnach bekommen wir schließlich folgendes Ergebnis: 

Die charakteristischen Streifen der gegebenen Gleichung lassen sich 

darstellen durch die Gleichungen: 

{x^a)^c{y-b), 

- a{x - a) « % - Ä) - (r + ^^) = 0, 

q =. — h . 

Diese Gleichungen lassen eine einfache geometrische Deutung zu. 
Sie lehren, daß die Trägerkurven Tangenten an das Paraboloid 

^ 2 

In der That hat die Tangentialebene dieses Paraboloides im 

Punkte 

| = a, fi=zb 
die Gleichung 

- a{x - a) - b{y - ^) - ^z - ^5-| — j = 0. 
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Nimmt man hierzu noch die Gleichung 

so erhält man die Tangenten des Paraboloides. 
Die hinzutretenden Gleichungen 

lehren dann, daß die Flächenelemente der Streifen der Tangential- 
ebene angehören, in welcher die betreffende Tangente liegt. 

2. Eine vollständige Lösung. Eine vollständige Lösung der 
gegebenen Differentialgleichung bilden z. B. die Tangentialebenen. 
Denn setzen wir 

z = G){x,t/,a,b)=:^ — a (a: — a) - i (y — Ä) H — , 

so verschwindet die Funktionaldeterminante nicht: 



Ö'O) 



d^(o 



dxd a 



(ü 



dyda 
Außerdem erfüllt 



dxdh 
dy db 



1 
1 



= 1. 



z = — a (or — a) — J (y — J) + 



«•+5« 



die Differentialgleichung. Das folgt schon direkt aus 1.; man kann 
es aber auch verifizieren. Es ist: 



dx 



z — 



d% 



dx 
d% 



= a 



dy 



= Ä, 



X — 



> - 1 1(4^)" + [m 



dx dy 

= -a{x-a)-b{y-b) + ^^^ + ax + by + ^{a^ + b^ = 0. 

3. Bestimmung der diircli eine gegebene Kurve hindnrohzn- 
legenden Integralfläche. Soll durch die Kurve 

Vi = g^W» 
h=.'H> (*i) 

die Integralfläche gelegt werden, so hat man aus den Gleichungen 

*! - a = c (9p (xj) - b) , 

-a{x,-a)-b (tp{x,) -b)- {y>{x,) - ^±^^ = 0, 

y/ {x^) + a + b q)' {xj) ^ 

a, b und c als Funktionen von x^ zu hestimmen. Wenn man dann 
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diese Werte in die Gleichungen für die charakteristischen. Streifen 
einsetzt, so erhält man die gesuchte Integralfläche. 
Nehmen wir z. B. 

^1 = 0, ^1 = 0, 

so sind die folgenden Gleichungen aufzulösen: 

x^ — a = — cb , 

I 

a = 0. 

Hieraus folgt a = ^ = 0, und das betreflfende Integralgebilde erfiillt 
die Gleichungen 

wo c eine beliebige Variable ist, die noch eliminiert werden muß. 

Also kommt schließlich 

z = 0. . 

In der That ist die xy-Ebene eine Integralfläche — sie gehört so- 
gar zu der vollständigen Lösung — , und außerdem enthält sie die 
:r-Axe. 

4. Anwendung der LEGENDBE'schen Transformation. Wir wollen 
zeigen, wie man durch Anwendung der Legendre' sehen Trans- 
formation direkt und ohne die in 1. ausgeführte Integration eines 
Systems von Diff'erentialgleichungen zu allen diesen Eesultaten ge- 
langen kann. 

Setzt man nämlich 

so verwandelt sich die Gleichung 



m 

■öl (^i>yi> ^x^P\^ 9i) = ^1 + "^ 2 ^' "" ^ • 

Diese Gleichung kann man also (genau wie die früher behandelte 
Gleichung z^ = 0) unmittelbar integrieren. Jeder Flächenelement- 
vereiu; dessen Trägerpunkte auf dem Paraboloid 



fluten Integcalgebilde der Gleichung 
in folgende Gebilde: 
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Die Punkte der Fläche gehen in Tangentialebenen über, die 
Kurven der Fläche verwandeln sich in abwickelbare Flächen, welche 
das Paraboloid berühren. 

Die Z^ , deren Axen Tangenten des Paraboloides sind und deren 
Trägerpunkte auf dem Paraboloid gelegen sind, verwandeln sich in 
Elementstreifen. Die Trägerkurve eines solchen Elementstreifens ist 
eine Tangente, und die Elemente gehören der durch die Tangente 
gelegten Tangentialebene an. — 

Wir sind also hier durch Transformation (ohne Integration) auf 
dieselben Ergebnisse gekommen, wie vorher durch Integration. 



Fünftes Kapitel. 

Dififerentialgleicliuiigen 
weiter Ordnung. 

KowALEWSKi'sche Existenzbeweis. 

leiobniiff auf die Normalform. Wir wollen zn- 
)sungeu von partiellen Differentialgleichungen 
ner abhängigen und zwei unabhängigen Ver- 

haben die Form 

:tzt iet 

d^x _ fl't _ e'x _ 

^' dx'~''' dxds *' 3y' ""'• 
1 man, wenn r darin enthalten ist, immer 
;ende Gestalt verleihen 

nicht mit enthalten ist, dagegen die Größe (, 
äabstitution machen: 



^.-if 



~ dy dx^ ' 



Öy' öic,' ' 

Gleichung (1) erhält durch diese Substitution die Form 

man kann nach r^ auflösen, so daß wieder eine Gleichung von 
Form (1') entsteht — 
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Wenn endlich F weder r noch t enthält, so mache man die 
folgende Substitution 

^ = ^1+^1, 

Dann wird 

öxöy dy dyi dx^ ^ i' 
und die Gleichung (1) bekommt durch diese Substitution die Form: 

Löst man nach r^ aul^ so bekommt man wieder eine Gleichung von 
der Form (1'). 

Wollen wir also die Existenz von Lösungen beweisen, so können 
wir dabei immer annehmen, daß die Differentialgleichung in der 
Form {V) vorliegt 

2. Ausfohrung des Existenzbeweises durch Zurüokfahrung der 
Kormalform auf ein System von Gleichungen, um den Eowalewski'- 
schen Existenzbeweis zu führen, betrachten wir das folgende System 
von linearen Gleichungen: 

dx __ dp __ d q __ dp d s __ dr d t __ d s 

dx "" ^^ dx^ ' dx"" dy dx'~ dy^ dx ~ dy 

ör ^^ _ö/^ ._ö/^ _ö/ dr df ds df ^ 
dx dx ' dx dp d q dy d s dy dt 

Aus diesen sechs Gleichungen können wir die sechs Größen: z, p, 
q,r,s,t als Funktionen von x und y bestimmen, und dabei können 
wir überdies für x = x^ die Größen beliebig gewählter Funktionen 
von y gleichsetzen. 

Wir wollen nun für x = x^ folgende Anfangsbedingungen vor- 
schreiben: 

Das System von Lösungen, welches diesen Anfangsbedingungen 
genügt, wollen wir in folgender Weise bezeichnen: 

z = Z(x,j/) , p = P{xj7/) , q = Q{x,i/), 

r = iB (a-,y) , s = S{x,y) , t = T{x,i/) . 

Zwischen diesen Funktionen bestehen nun noch verschiedene Diffe- 
rentialgleichungen, die wir benützen wollen. 



B ist 

—:r- eine Funktion von y, welche flir jt = 
\'ert von x und y verBchwindet 
li ist auch entsprechend 

A/'t'-^I ^_M. 

bxy- Öy-J ""öa^ Öy 

ffert von x und y verschwindet 
anktion R endlich erfüllt die Bßdingnng: 

DUtbrantUlglelohiuieeii. 
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dB df df dZ df dP df dQ 
dx dx dx dx dp dx dq dx 

Da überdies für x = Xq 

R = f{x,y,Z,P,Q,S,T) 

ist, so ist beständig (für jeden Wert von x und t/ im Geltungs- 
bereich der Lösung) diese Gleichung erfüllt. Demnach haben wir 
schließlich folgende Eelation: 

d[Z__^( ^ dZ dZ ö^Z d\Z\ 
'dx* ^'[^'y'^'dx' dy ' dxdy' dy^j' 

Die Funktion Z ist also eine Lösung der gegebenen Differential- 
gleichung, welche eine gewisse Anfangsbedingung erfüllt: Für x = x^ 

nimmt Z einen vorgeschriebenen Wert (p {y) und -^ — einen vorge- 

schriebenen Wert '^{y) an. 

3. Geometrisolie Deutung des Resultates. Deutet man die Diffe- 
rentialgleichung geometrisch, so läßt sich das gefundene Resultat 
bequem veranschaulichen: 

I)ie Integralfläche ist im allgemeinen bestimmt^ sobald man einen 
Elementsireifen derselben kennt (dessen Trägerkurve in der Ebene 
X = Xq angenommen ist). 

Die Anfangsbedingungen haben ja die folgende Form: 

Die beiden ersten Gleichungen definieren eine Kurve, und die beiden 
letzten zeigen, daß längs dieser Kurve 

dxQ _^ dxQ __ dy __ d(p d(p __ ^ 
dx ^^ dy ^^ dy dy dy 

ist; d. h. daß die Gleichungen einen Verein C^, einen Elementstreifen 
definieren. 

Während also bei den Gleichungen erster Ordnung die Angabe 
einer Kurve, welche die Integralfläche enthalten soll, im allgemeinen 
zur Bestimmung der Integralfläche ausreichte (§ 26, 2), ist bei den 
Gleichungen zweiter Ordnung noch die Angabe der Tangentialebenen 
längs der Kurve, d. h. die Angabe eines ganzen Elementstreifena der 
Fläche notwendig. 
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iselementvereine. 

I »ehandlung der partiellen 

liatten wir die Begriffe 

• Miulementen'* eingeführt (§ 27). 

iLT viel allgemeiner ist, als der 

lim die Integrationstheorie der 

1" ( )rdnung übersichtlich darstellen, 

Huiou anwendeten. 

ii<li bei den partiellen Ditferential- 
«tn'ji:elien. Wir führen zunächst den 

flement verstehen wir den- Inbegriff der 
. /. Dabei sind x^y^z^p^q als Koordinaten 
u fassen und r,s,t als Großen, mit Hilfe 

fnangsradien und die Hauptebenen einer das 

rnthaltenden Fläche 



^ = /■(*» y) 




l'iinkte x,y 









iTi'ößen x,y, z,p, q, r, s, t zur Bestimmung der Haupt- 
ausreichen, ist aus der Flächentheorie bekannt; 
tliese Badien die beiden Wurzeln der Gleichung 

!>tebenen sind dadurch bestimmt, daß sie die Normale 
• l außerdem diejenigen Tangenten 

ß r 

, für welche die Gleichung 

rr,\s{l+p^)--pqr} + aß{t{l +p^)^r{\+q^ 

+ ß^{pqt^s(l+q^:=^0 

Krümmungselementvereine. Die sämtlichen Krümmungs- 
L' einer Fläche erfüllen die Gleichungen: 

13* 
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dx dx 




dx dx dy 


dy 


die man auch so schreiben kann: 

• 




dx dx dy ^ 

dt, P dt, Ut, = ^' 




(1) l": '•^? '^f 0, 

^ ' d ti dti dti ' 


1=1, 2. ..A. 


dq dx .dy__f) 

du" ^ dti ^ dt,-^^' 




Man hat dann nur noch die Formehi 




Ä = 2, 




Cj = JT , 





hinzuzufügen. 

Wie wir nun früher den Begriff „Fläche** erweitert haben und 
so zu dem Begriffe „Flächenelementverein" gelangten (§ 27), so werden 
wir jetzt den Begriff „Krümmungselementverein" aufstellen. 

Wir wollen nämlich so definieren: Ein System von Gleichungen 



WO nicht alle k-reikigen Funktionaldeterminanten verschwinden, stellt 
einen k-dimensionalen Krümmungselementverein dar, wenn die acht ge- 
gebenen Funktionen die Gleichungen (1) erfüllen. 

8. Die Dimension von Krümmungselementvereinen. Man erkennt 
sofort die Gültigkeit des folgenden Satzes: 

Die Dimension eines Krümmungselementvereines kann nicht großer 
als drei sein. 

Denn sobald sie größer als zwei ist, und die Koordinaten 
x,y,z,p,q nicht sämtlich konstant sind, müßten die dreireihigen 
Funktionaldeterminanten der x^y,z,p,q nach den ^^verschwinden, 
die Xyy^z^p^q hängen also nur von zwei Variabein ab, und die r^s^t 
wären auch zugleich mit bestimmt. — Hängen die x^y^z^p^q nur 
von einer Variabein ab, so kann man von den Größen r, s, t nur noch 
eine beliebig annehmen, die Dimensionszahl könnte also nicht grösser 
als 2 sein. 
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d^aber x,y,z,p^q konstant, so können r^s^t beliebig vari- 

Verein dreidimensional, so sind x, y, z, p, q konstant. 

wollen, wie wir früher (§ 27, 1) die Größen x^y^z als Koordi- 

Trägers (nuUter Stufe) des Flächenelementes x^y^z^p^q be- 

jllkMKny jetzt die Größen x^y^z als Koordinaten des Trägers 

^e, x,y,z,p,q als Koordinaten des Trägers erster Stufe des 

jelementes x,y, z,p, q\ r, ä, t bezeichnen. 

können wir das Resultat, welches wir bei den Vereinen 
kk^fen haben, deren Dimension gleich der Maximalzahl 3 ist, so 
irjrechen: 

"^^fFenn ein Krümmungselementverein dreidimenMonal ist, so haben 
^ Memente des Vereines alle denselben Träger erster Stufe. 

Wir können nun auch alle Krümmungselementvereine bestimmen, 
jhe die Eigenschaft haben, daß ihre Elemente alle denselben 
^er erster Stufe haben. 

Solche Vereine können entweder dreidimensional, zweidimen.^ional 

3r eindimensional sein, da ja r,s,t vollkommen beliebig sind, und 

m zwischen diesen Größen beliebige Relationen festsetzen kann. 

^ir wollen solche Vereine, je nach den Dimensionen, mit E^, E^ und 

bezeichnen.) 

Beispiele: Fügt man zu den Gleichungen 

ine weitere Gleichung hinzu, so hat man einen dreidimensionalen 
irein, fügt man hinzu 

r = 0, 

ist der Verein zweidimensional, fügt man hinzu 

r = Ä = 0, 
ist er eindimensional. 

4. Eegnläre Vereine mit zweidimensionalem Träger. Da von 

ri Definitionsgleichungen eines Krümmungselementvereines die k 
iten die folgende Form haben 

dt, ^dti 9q^^-^{^- ^,^'"f^)^ 

bilden die Träger erster Stufe einen Verein. Hieraus folgt also, 
i wir (abgesehen von den in 3. genannteu Vereinen von Ele- 
«nten mit gemeinsamem Träger) alle anderen bekommen, indem 
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wir die verschiedenen Arten von Flächenelementvereinen zu Grunde 
legen, und dann die Funktionen 

5 = 5(^1,^3), 

nachträglich so bestimmen, daß 

dp dx dy n 



dti dti dti 1=12 

ll.^s—-t^ =0, 

B ti d ti d ti 

ist. 

Gehen wir zunächst von dem zweidimensionalen Verein aus, 

welchen die Elemente erster Stufe einer Fläche bilden, also von den 

Gleichungen 

^f X df df 

so treten hierzu noch die Gleichungen 

ÖV^_öp.^^ ay / dp ^ Sq\^ S*f ^J^ dg \ 

dx^ dx ' dx d y\ dy dx j ' dy^ \ dy ) 

Wir wollen die Gesamtheit dieser Elemente als „Krümmungs- 
elemente einer Fläche" bezeichnen oder kurz als „Vereine ^2,2"« 
* Beispiel: 

z = p = q = 0, r = s = t = 0, 

Die beiden anderen Arten von zweidimensionalen Flächenelement- 
vereinen können nicht Träger von Krümmungselementvereinen sein, 
bei denen die drei Größen r,s und t endlich sind (vgl. § 39). 

5. Eeg^läre Vereine mit eindimensionalem Träger. Ist der 
Träger erster Stufe eindimensional, und zwar zunächst ein Element- 
streifen, so wird er dargestellt durch die Gleichungen 

z = z{x), y = y (ar) , 
dx 



dx 
Die beiden Gleichungen 



dy n 



^-r-s^ =0 

dx dx ' 

dx dx 

bestimmen dann noch zwei von den Größen r, s, t als Funktion von 
a- und der dritten Größe. 
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Hieraus folgt: Ist das Träffergebilde erster Stufe ein. Element" 
streifen, so ist der Verein entweder zweidimensional (Ci^g), oder eindimen- 
sional (Ci i). 

Beispiel: Der Verein 

^=sz=ip = q = 0, r = s — 

ist zweidimensional, denn x und t variieren beliebig. Setzt man 
nachträglich noch ^ = 0^ so bekommt man einen eindimensionalen 
Verein. — 

Der Fall, daß das Trägergebilde ein Elementarkegel (§27, 4b) 
oder ein Linienelement (§ 27, 4 c) ist, wird ebenfalls in § 39 behandelt. 



§ 39. Die nlbhiregulären KrOmmungselementvereine. 

1. Einfohrong des Begriffes. Wir müssen außer den sechs 
Arten von regulären Elementvereinen auch solche betrachten, welche 
nicht regulär sind, d. h. solche, welche die Eigenschaft haben, daß 
mindestens eine der Größen r, s, t nicht endlich ist. 

Das folgende Beispiel zeigt uns, daß diese Erweiterung not- 
wendig ist 

Gegeben sei die (abwickelbare) Fläche 

X =^ u + V , 
2t/ = u^ + 2uvj 
9z =^H^ + 9u^v. 

Man berechnet hieraus mit Hilfe der Formeln 

^^öy dx 

ax-^ ayä— 

, ov ov 

du ^ -n: ^ -^ iv v-> 



jd X dy __ dy dx\ 
\du dv du dvj 

. dy , , dx 
j au au 



(dx dy dy dx\ 
du dv du du) 



die folgenden Werte für die Koordinaten p, q, r, s, t der Krümmungs- 
elemente der Fläche: 

d X 9 d % c\ 

^ dx dy 

_ d^x _ 2u* __ d^x _ 2u *_J?!£__A. 

dx* V dx dy v d y* v 

Alle diese Größen sind endlich in allen Punkten der Fläche, 
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ausgenommen flir ü = 0. Hier sind sie nicht mehr regulär, wie wir 
sagen wollen. (Diese Punkte bilden die Rückkehrkante der durch 
die Gleichungen dargestellten Fläche; die Fläche besteht aus 
allen Tangenten der Kurve, welche durch die Gleichungen 

X = u, 
u^ 

u^ 

dargestellt ist) 

Man kann nun aber den Begriff „Krümmungselement" auch noch 
in diesen Punkten aufrecht erhalten, und man kann Koordinaten ein- 
führen, welche auch für die Eückkehrkante endliche Werte behalten. 
Wir wollen nämlich die folgenden Substitutionen machen: 

O (TT 

r= — -> 5= > ^= > 

<JE) (jp (JP 

()T — (7^+yi/^ = 0. 

In unserem Beispiele haben wir dann zu setzen 

P = 2m^, ö-=— 2m, r = 2, 
qp = — ü , 1^ = . 

Diese Koordinaten versagen nicht, wenn v verschwindet. 

2. Gleichungen der Krümmungselementvereine. Da diese neuen 
Koordinaten auch dann endliche Werte behalten, wenn r,s,t nicht 
mehr endlich sind, so wollen wir sie allgemein einführen und müssen 
nun noch die Definitionsgleichungen der Krümmungselementvereine 
entsprechend umformen. 

An Stelle von 



dp dx d y ^ 



tritt 



an Stelle von 



tritt 



dti . dti dti 

dp , dx , dy r. 



Öq 



9 



dti 

dq_ 
d t( 





s 


d X 


— 


t 


dy 

dti 


= P 




d ti 


+ 


(T 


dx 
dti 


+ 


X 


dy 
dti 


= 0. 



Außerdem sind aber noch zwei weitere Relationen erfüllt: 
Erstens ist 
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dp dp , dx T { dx dy\ 

er f dx dy\ dx 1 f « A ^V n 

zweitens aber ist 

dp d q , , dy a { dx dy] g ( dx dx\ 

Demnach werden wir nun die Krümmungselementvereine so 
definieren: 

Die Gleichungen 

Z = Z \L, • . • Cj^j 4 

O- = (7 (^j . . . ^) , 

T = T (fcj . . . tjj.) , ^ 

9 = 9(^1. ..g, 

definieren einen Verein von Krümmungselementen^ wenn die folgenden 
Relationen erfüllt sind: 

dx 



(1) 



8x dx dy ^ 



(2) f-it+'Ä+'w-»- .-1.2-«. 

ö 2? da , d X /x 



dti "^ dti ' ^ dti 
und außerdem die Gleichung 

Man bemerkt sofort, daß das Gleichungssystem sich auf das 
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frühere System reduziert, sobald tp nicht verschwindet. In diesem 
Fall, der schon in § 38 erledigt ist, wollen wir die Krümmungs- 
elemente und ebenso die aus ihnen gebildeten Vereine regulär nennen. 

Dagegen sollen unter nicht regulären Elementen solche ver- 
standen werden, für die tp verschwindet, und unter nicht regulären 
Krümmungselementvereinen solche, deren sämtliche Elemente nicht 
regulär sind. 

3. Nicht reguläre Krömmungselementverdine. Die regulären 
Krümmungselementvereine haben wir schon in § 38 bestimmt. Es 
bleiben die nicht regulären Vereine. 

Wir erhalten dieselben, genau wie die regulären, indem wir 
klassifizieren nach der Art des Trägergebildes erster Stufe. Zunächst 
wollen wir annehmen, das Trägergebilde sei eines der im vorigen 
Paragraphen behandelten. 

Erster Fall: Der Träger besteht aus einem einzigen Flächen- 
element. Die Gleichungen sind dann erfüllt, wenn man qt — <t^ = 
setzt, und wir erhalten daher entweder einen zweidimensionalen (K^) 
oder einen eindimensionalen Verein {K^). 

Zweiter Fall: Das Trägergebilde ist ein Elementstreifen; 
dann sind, sobald man qp = setzt, die Verhältnisse der Größen 
(>, T, ö-, 1/; bestimmt (da die Determinante der vier letzten Gleichun- 
gen (2) verschwindet). Diese Vereine bezeichnen wir mit Ci^ i. 

Wir erhalten also einen eindimensionalen Verein. 

(Beispiel: ^ = z =/? = ^ = 0, qp = o" = i^ = 0.) 

Dazu kommen nun noch folgende Klassen: 

Dritter Fall: Das Trägergebilde ist ein Pg. (Wir bezeichnen 
die Vereine mit P2, 2«) Dann ist qp = p = o- = r = ; x, t/ und z 
sind konstant, p und q sind beliebig. (Dieser Fall entspricht den 
Punktkreisen §• 20, 2.) 

Vierter Fall: Das Trägergebilde ist ein Verein C^; dann 
muß (p ebenfalls verschwinden, und es sind q, <t, t, yj bestimmt 

(^, 2). 

(Beispiel: y = 2: = 0,/? = 0, () = (7 = i/; = 0.) 

Fünfter Fall: Das Trägergebilde ist ein Elementarkegel, 
d. h. X, y, z sind konstant und q ist eine Funktion von p. Dann 
sind noch die Gleichungen zu erfüllen. 

dq f. dq f. 

Wir erhalten also einen zweidimensionalen Verein (Zi, 2). Wird über- 
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dies noch eine Gleichung zwischen q, g, t und rp vorgeschrieben, so 
wird der Verein eindimensional (JTi. i). 

Sechster Fall: Artet der Kegel in Linienelement aus, so be- 
kommen wir zwei weitere Klassen (Xi, 2 und i^i, 1) von nicht regu- 
lären Vereinen. 

Zu den sechs Arten von regulären Vereinen (eine Art von drei- 
dimensionalen, drei von zweidimensionalen, zwei von eindimensionalen) 
treten also noch neun Klassen von nicht regulären, von denen fünf 
zweidimensional und vier eindimensional sind. 

4. Der Be^^riff der Oskulation. Zwei Flächen oskulieren sich 
in einem Punkt — oder, wie wir sagen wollen, in einem Krümmungs- 
element — , wenn sie einen Punkt gemeinsam haben, wenn sie in 
diesem Pankte eine gemeinsame Tangentialebene haben (d. h. also 
ein gemeinsames Flächenelement) — und wenn außerdem die zweiten 
Diflferentialquotienten r, ä, ^, gebildet für die beiden Flächen in diesem 
Punkt, übereinstimmen. 

Diese Definition hüben wir nun zu verallgemeinem, genau so 
wie früher (§ 28) die Definition der Berührung. 

Wir definieren in folgender Weise: 

Zwei Krümmung selementver eine oskulieren sich, wenn sie ein ge- 
meimames Krümmungselement hohen. 

Z. B. oskulieren die beiden Vereine 

a: = y = z=;? = y = 0(i^;) 
xind 

2:=x:/? = ^ = r = ."? = ^ = (^2, 2) 

in dem gemeinsamen Krümmungselement 

Entsprechend haben wir die Oskulation längs eines eindimensio- 
nalen Vereins zu definieren. 

Wir sagen : Zwei zweidimensionale Vereine oskulieren sich in einem 
eindimensionalen Verein, wenn alle Elemente dieses letzteren den beiden 
zweidimensionalen Vereinen gleichzeitig angehören, 

Z. B. oskulieren sich die beiden regulären Vereine: 

:r = y = 2r = jo = ^ = r = (^2) 
und 

y = 2: = jt? = ^^ = r = 5 = (61, 2) 
in dem Verein 

x=:.y=iZ=p-=^q=^r = s-=0 [E^ , 

und die beiden nicht regulären Vereine: 
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x = y = 2: = qp = o = ö- = T = (P2, 2) 
und 

y = 2:=j0 = 0, (p = Q = (T = {C2,2) 

in dem Verein 

x = y = 2: = j9 = qp = o = (7 = T = (Z^i, 1) . 



§ 40. Die erweiterten Beruiirungstransformationen. 

1. Das Problem der Erweiterung der Berührungstransformationen. 

Wie wir in § 30 die Punkttransformationen durch Hinzunahme von 
einigen Gleichungen erweiterten und auf diese Weise eine spezielle 
Klasse von Berührungstransformationen erhielten, so wollen wir jetzt 
versuchen, die Berührungstransformationen in der Weise zu erweitem, 
daß Oskulationstransformationen entstehen. 

Hier sind die Oskulationstransformationen zu definieren als 
Transformationen der Krümmungselemente ^ welche jeden Krümmungs- 
elementverein wieder in einen Krümmungselementverein überführen. 

Eine Berührungstransformation fuhrt jeden Fläche nelementverein 
wieder in einen Flächendem entverein über, sie verwandelt also 
jedenfalls das Gebilde der Träger erster Stufe wieder in ein Gebilde, 
dessen Elemente in ihrer Gesamtheit die Träger eines Krümmungs- 
elementvereines sein können. 

Damit nun thatsächlich auch jeder Krümmungselementverein 
wieder in einen Krümmungselementverein übergeht, muß man zu den 
Gleichungen 

(1) z^ =^ Z{x,y,z,p,q), 

noch drei weitere Gleichungen hinzufügen: 

^1 = ^{^jI/,z,Pj9,r,s,t), 
{V) s^ = S(x,g,z,p,q,r,s,t), 

und man muß von den Funktionen Ej 8, T verlangen, daß die folgen- 
den Relationen erfüllt sind: 
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dP 

dt 



P T)dX c,dy idx dx dy\ 

(2) ^^^\dt, ""dt, 'dtj^''^\dt, ^dt, ^dt,r 

^ P^\dti ""dt, ^dU)^P^\öti ^ du ^dTj 

Diese Forderungen besagen ja eben, daß ein Krümmungselement- 
verein des Raumes x^y^Zyp^q^r^s^t übergeht in einen Krümmungs- ' 
elementverein des Raumes ^ij^i^^i^i^i, 5'i,^i,^i, ^i- 

Man kann nun die Gleichungen (2) ganz analog wie in § 20, 5 
ersetzen durch vier andere, einfachere Gleichungen, welche den Glei- 
chungen (2) vollkommen äquivalent sind und mit ihnen in umkehrbar 
eindeutigem Zusammenhange stehen. 

Es sind dies die folgenden Gleichungen 

äP r.äX pdY _^ 
äx äx äx ~' * 

äP Jil^ _ S~ = 

.o/N ^y ^y ^y ~ ' 

^ ^ äQ näX rpäY ^ 

dx dx dx 

^9. _ S~ — T— = 
äy äy äy ~' ' 

In diesen Gleichungen ist folgende Abkürzung gebraucht: 

äF__d_F dF oLF dF 
äx" dx'^P dx'^'^ dp '^^dq ' 

J^^ö^ d_F , dF dF 
^y dy ^ dx dp dq 

2. Die erweiterten Gleichungen, um die erweiterte Trans- 
formation zu erhalten, muß man nun die vier Gleichungen (2') nach 
Ä, 5, y auf lösen. Dabei ergeben sich die Werte: 



E = 



äp 


äY 


äP 


äY 




äP 


äx 


äP 


äx 


äx 


äy 


äy 


äx 


S = 


äy 


äx 


äx 


äy 


äx 


ar 


äY 


äx ' 


äx 


äY 


äY 


äX 


äx 


äy 


äx 


äy 




äx 


äy 


äx 


äy 



aus den beiden ersten Gleichungen. Aus den beiden letzten Glei- 
chungen erhält man 
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äQ äY äQ äY dQ äX äQ äX 

C— ^^ Jy d y äx j m_ a y äx äx ä y 

'^^ dX äY _d~Y äX^ una / - Jx dY dY dX ' 

dx 7y dx dy dx dy dx dy 

Wir bekommen ako f&r R und T je einen Wert, für S dagegen 
zwei Werte, und es muß noch gezeigt werden, daß die bfeiden Werte 
identisch sind, d. h. daß die Gleichung besteht: 

dQ dY dQ dY dP dX dP dX 
dx dy dy dx dy dx dx dy 

Dies wollen wir jetzt nachweisen mit Hülfe der Identität: 

d^F ^ ^_lf_ ^ _?*Z_ 4. ÜZ_ + ._^!Z. 

dx dy dxdy ^ dydx ^ dxdx ^^ d x* 

dJF _d\F (dF d*F d* F d^ d* F \ 

"^ ^ dydq "^ dxdq '^ ^ ' ] d x '^ dydq "^ dxdp "^^ dp* "^ dq*] 

^ d^F 
~~ dydx 

Differenziert man nämlich den Ausdruck: ^ 
nach y, d. h. bildet man 



und subtrahiert davon 



dü^ 
dy 

dV 
dx 



wo 



^=4f-^lf-«i-(=«) 



-p 



ist, so kommt 

ä*Z ä*Z HP äx , äP äx äQ äY , äQ äT 

dxdy dydx dy dx dx dy dy dx dx dy 

dx dy dydx ) ^ \ dx dy dy dx ) ' 

oder, zufolge der abgeleiteten Formel: 

dy dx dy dx \dx dy dy dxj 

Damit ist die zu erweisende Identität der beiden erhaltenen Werte 
von S und also auch die Existenz der erweiterten Berührungstrans" 
formationen erwiesen. 
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3. Beispiele. Wir wollen gleich mit zwei früher aufgestellten 
Berühmngstransformationen die Erweiterungen vornehmen, 
a) Die IjBGENDRB'sche Transformation. 
Diese Transformation ist gegeben durch die Formeln: 

z^ =xp + tfq — z, 
Pi = - ^; 

^1 = -y- 

Die zur Erweiterung dienenden Formeln sind: 

dx ^ dx ^ dx ' 1 ' 1 ' 

dp, äx-, dvi , . ^ 



^ _ ^ ^ 

dx "^ dx *i dx 






und ergeben die folgenden Auflösungen: 

t 



r 



1 rt-s^' 
— 5 



5, = 



r 



b) Die Dilatation. 

Wir gehen aus von den Formeln 

nt 



in denen 



Pi =Py 
(1 +;,2 + ^2)_„ 



gesetzt ist 

Zur Erweiterung dienen die Gleichungen: 
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rn\ — r^[n\ + r(l + q^ — pqs\ — .^^{^(1 + p^ — Pq^} = 0, 
5w| — r^{s{l + q^ —pqt] — s^{n\ + ^(1 + p^ — P q s] = 0, 
s n\ — Äj {wf + r (1 + q^—pqs] — t^[s[\ + p^)—pqr\ = Q^ 
<nf-.9j{5(l +q^)^pqt]-s^\nl + t{\ +p^'-pqs] = 0, 

welche die folgenden Gleichungen ergeben: 



n^ 



R =. !^[r{ni + t{l + p^ ^ pqs} - s\s{\ + p^) ^ p qr]\ 

= nl\rni + {rt-s^{\ -{.p^)\:N, 

S = ^\s{n^ + r{\ + q^) ^ pqs]^ t[s{\ + q^ - pqt] 
= 7A\sn\ + pq[rt— ä^)] : iV, 

2^= ^[^{nf + r(l + q^)-pqs] - s{s{t + q^-pq^i] 

= wf[^nf + (r^-5^)(l +q^)]:N, 

und wo iV^ die folgende Bedeutung hat: 

N=:^{rt'-'S^)-'n\{r{\ + q^ + t{\ +p^)^2pqs) + n^ , 

4. Transformation der nicht regulären Elementvereine. Von 

den erweiterten Berührungstransformationen haben wir gezeigt, daß 
«ie einen Verein von Krümmungselementen immer wieder in einen 
Verein von Krümmungselementen überführen. Wir haben aber beim 
Nachweis dieser Eigenschaft von den Koordinaten r^s^t Gebrauch 
gemacht, welche nur für reguläre Krümmungselemente einen Sinn 
haben. Es ist also eigentlich nur folgendes bewiesen worden: 
Gehen bei einer erweiterten Berühruiigsiransformation die Elemente eines 
Krümmung selementoer eines j der regulär ist, wieder in reguläre Elemente 
über, so bilden diese Elemente wieder einen regulären Verein, 

Die Ausnahmestellung der nicht regulären Elemente läßt sich 
Aber sofort beseitigen, indem man r, s, t ersetzt durch die allgemeinen 
Koordinaten 

(), G, T, (p, ^. 

Entsprechend hat man natürlich auch die Größen r, s, t zu ersetzen 
durch 

Qv ^v ^v 9v ^1 • 

Da die Verhältnisse der q, ö-, t, qp, ^ durch die r, s, t eindeutig 
bestimmt sind, und ebenso die Verhältnisse der p^ , o-^ , Tj , qp^ , '^ß^ 
durch die r^^ s^,t^, so werden auch die Verhältnisse der fünf Ko- 
ordinaten 
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9v ^v ^P Vv V^i 
eindeutig bestimmt durch die Verhältnisse der Größen: 

Weiter aber sind die Bedingungen eines Elementvereines, aus- 
gedrückt in den Koordinaten (>, ö-, t, qp, ip, und ausgedrückt in den 
Koordinaten r, s, t einander äquivalent Dasselbe gilt natürlich auch 
in Bezug auf die q^^ <Tj, t^, (p^, ip^ und r^, s^, t^. 

Hieraus folgt also schließlich, daß die Gleichungen 

^ dp, öiCi ö^i _ ^ 

^ ö^i dxi ^^1 _ rt 

^1 ö^, ^1 dt, ^1 öif, ^' 

'^i a f, ^^ dti ^^^ d ti 

gelten, sobald die entsprechenden Gleichungen in den x,i/,z,p,qj 
Oj Gy T, qp, ip bestehen. 

Dadurch haben wir den Satz gewonnen: 

Führt man in die Formeln einer erweiterten Berüfirun^strans^ 
formation die Großen q, (t, t, tp, ip an Stelle von r, s, t und q^, (^i,T^,(Pii '^i 
an Stelle von r^, *j, t^ ein, so entstehen allgemeinere Gleichungen, ver- 
möge deren nun ausnahmslos jeder Krümmungselementverein wieder 
in einen Krümmungselementverein übergeht 

Es gut dann auch ausnahmslos der Satz: 

Oskulieren sich zwei Vereine in einem Element oder in einem 
ganzen Verein von Elementen, so oskulieren sich die transformierten 
Vereine wieder in einem Element oder in einem ganzen Verein von 
Elementen. 

5. Anwendung auf die erweiterte LEGEVDSE'sche Transformation. 
Bei der LEGENDKE'schen Transformation verwandeln sich die Glei- 
chungen 

^ 

'^1- rt- s» ' 

— s 
s^ = 



1 rt-s^ 
r 



^ -rt-s^ 

durch Einführung der allgemeinen Koordinaten in 

LiBBMANN, DifferentialgleichuDgen. W 
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0"j =» — a 0" , 

T^= CCQ, 

in denen die Größe a einen unbestimmten Proportionalitätsfaktor 
bedeutet. 

Die Eichtigkeit dieser Formeln erkennt man sofort Es folgt 
aus ihnen 

T 



r ~ - ^^ - ^ - 


(p _ -t _ -t _ 


'1 <pi tp 
und ebenso 

t - ^' - 


tp ~ {Qx — ü*\^s^ — rt~ 
<P [ <P' 1 

Q q) — r r 


^ (Pi 


\p \p s* — rt rt — 8^ 



<p 

und endlich auch 



^1 
s, = — 



^ q)i r t — s^ 

Aus dpr Darstellung der erweiterten LEGENDBB'schen Trans- 
formation durch allgemeine Koordinaten können wir jetzt sehr leicht 
die Eigenschaften der Transformation studieren, also die Frage 
beantworten: 

Wie verwandeln sich bei der erweiterten Legeiwri^ sehen Trans- 
formation die verschiedenen Arten von Krümmung selemeniver einen? 

Diese Frage können wir auch deswegen leicht beantworten, 
weil wir bereits früher (§ 31, 4) die LEGENDBE'sche Transformation 
untersucht haben und nun von den damals gefundenen Ergebnissen 
Gebrauch machen können. 

Wir wissen ja nun schon, wie sich das Trägergebüde erster 
Stufe transformiert, und brauchen nun nur noch festzustellen, wie 
sich die Krümmungselemente transformieren, welche sich auf die 
Flächenelemente als Träger stützen. 

Dabei finden wir folgende Ergebnisse: 

Die Vereine E^, E^ und E^ verwandeln sich wieder in Vereine 
derselben Art, denn einem Flächenelement entspricht wieder ein 
Flächenelement, und einem jw-dimensionalen Krümmungselementverein 
wieder ein jw-dimensionaler Krümmungselementverein. 

Ein Verein P2, 2 verwandelt sich in eine Ebene. In der That, ans 
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X 


= a, 






y 


= *, 






z 


= c> 




f 


= Q = 


: n = T = 





h 


+ axj 


+ *;/i = 


c, 




Pi = 


= — a, 






9i = 


= -b, 




i>l = 


= Ti = 


<Ti = Vi = 


= 0, 



= r^ = 5j = ^j , 7-j ^^ — Äj2 = . 

an Verein 62^2 verwandelt sich in eine abwickelbare Fläche: 
• That wird aus 

(> = ^(/;'w)s 9 = 0, 

des System von Gleichungen: 

^1 = 0, 

9^1= -(^i/l'W"-äf ' 

58 (vgl. § 31, 4 c) eine abwickelbare Fläche darstellt. 

'on den übrigen Arten von Vereinen wollen wir noch die Li^2 

heben. 

lUS dem Verein 

X = a, 1/ = b , z = c , 

9 = 0, 
(T = Q ' a, 
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wird 

z^ = — x^{a + b a) •{• ß b — c , 
d. h. also 

d. h. ein Kriimmungselementstreifen Ci 2, dessen Trägergebilde ein 
ebener Flächenelementstreifen ist; das Trägergebilde nullter Stufe 
ist eine gerade Linie. 

Es ist nun leicht, auch zu untersuchen, wie die anderen Klasaißn 
von Elementvereinen sich transformieren. Doch wollen wir darauf 
nicht weiter eingehen. 

6. Die allgemeinen Oskulationstransformationen. Man könnte 
die Frage aufwerfen: Giebt es außer den erweiterten Berührungs- 
transformationen nicht noch allgemeinere Oskulationstransforma- 
tionen, bei denen nicht jedes Flächen dement wieder in ein Flächen- 
element übergeht? — Diese Frage liegt deswegen nahe, weil wir 
früher außer den erweiterten Punkttransformationen noch zwei 
andere Klassen von Berührungstransformationen kennen gelernt 
hatten (§31 u. 32), bei denen die Punkte nicht wieder in Punkte 
übergingen. 

Die Antwort ist verneinend, denn bei einer solchen Oskula- 
tionstransformation müßte ein Verein ^3 wieder in einen drei- 
dimensionalen Krümmungselementverein übergehen, dessen Träger- 
gebilde sich nun aber nicht wieder auf ein einziges Flächen- 
element reduzieren dürfte, weil sonst die Transformation notwendig 
eine erweiterte Berührungstransformation sein würde. Nun sind 
aber die £^ die einzigen dreidimensionalen Krümmungselementvereine, 
welche es giebt, also ist eine solche Transformation nicht möglich. 
D. h. also: 

Äußer den erweiterten Berührungstransformationen giebt es keine 
allgemeinere Klasse von Oskulationstransformationen, 



§ 41. Integration der Gleichung 9p = und verwandter Gleichungen. 

1. Das verallgemeinerte Integrationsproblem, unter dem Inte- 
grationsproblem einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung wollen wir folgende Aufgabe verstehen: 

Gegeben ist eine Gleichung 

(1) F{x, y, z, p, q, Q, <7, r, qp, 1/^) = , 
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welche in den Variabehi p, a , r, (p, ip homogen ist. Man soll nun 
alle Krümmungselementvereine bestimmen^ deren Elemente der durch die 
Gleichung (1) definierten Schar angehören^ vor allem diejenigen zwei- 
dimensionalen j welche ein zweidimensionales Trägergehilde erster Stufe 
besitzen, 

(Diese letzteren wollen wir als eigentliche Integralgebilde 
bezeichnen, weil sie die einzigen sind, die durch Berührungstrans- 
formationen in 7^22 übergeführt .werden können.) 

Unter dieses Problem ordnet sich die Frage nach der Bestim- 
mung der Integralflächen einer Gleichung 

F[x»y,z,p,q,r,s,t) = 0{^^F(x,y,z,p,q, --|, --^, - ^j 

als eine ganz spezielle Frage unter, denn die Flächen sind ja nur 
eine Art von zweidimensionalen Krümmungselementvereinen mit 
zweidimensionalem Trägergebilde erster Stufe. 

Ferner aber braucht eine Diflferentialgleichung im erweiterten 
Sinn die Größen r^s^t nicht zu enthalten, sie darf sogar auch von 
p und q frei sein. Das verallgemeinerte Integrationsproblem behält 
auch dann noch seine Bedeutung (vgl. § 33, 1 am Schluß). 

2. Die Oleichung qp = 0. Die Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung qp = gestaltet sich nun fast 
ebenso einfach, wie früher die Integration der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung z = 0: 

Die geforderte Integration ist identisch mit der Aufzählung aller 
Arten von nicht regulären Krümmungselementvereinen. 

Die Integration dieser Gleichung ist also bereits in § 39 
geleistet. 

Wir wollen nur noch auf einige Beziehungen aufmerksam 
machen, welche zwischen den Integralgebilden bestehen, und welche 
bei Berührungstransformationen erhalten bleiben. 

Die Trägergebilde erster Stufe der eigentlichen Integralgebilde sind 
Umhüllungsgebilde von den Vereinen P^, 

In der That sind die P2,2 und die C2ß die einzigen eigentlichen 
Integralgebilde (nach §39, 3); jeder Verein Cj entsteht aber als Um- 
hüllungsgebilde von 00^ Vereinen P^, 

Man überzeugt sich leicht, daß die P2,2 die einzigen eigent- 
lichen Integralgebilde sind, denen diese Eigenschaft zukommt; denn 
oo' Curven haben eine Fläche als Umhüllungsgebilde, und eine 
Fläche kann überhaupt nicht Integralgebilde der Gleichung qp = 
sein. Wir wollen sie die Fundament allösungen nennen, weil 
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aUe anderen als Umhüllungsgebilde derselben leicht gefunden werden 
können. 

Ferner haben die L\^2 resp. die L^ eine charakteristische Eigen- 
schaft, welche keinem anderen Integralgebilde zukommt: 1. Die 
^1,2 ^i'f^d die einzigen zweidimensionalen Integralgebüde mit einctimen- 
sionalem Träger erster Stufe. 

Femer: 2. Haben oö^ L^ ein zweidimensionales Umhüllungs- 
gebilde^ so ist dasselbe notwendig ein eigentliches Integralgebilde (näm- 
lieh ein Verein C^. 

3. Die Vereine P^ dagegen sind Umhüllungsgebilde von oo* Ver- 
einen L^ . 

4. Bedeutet T^ ein eindimensionales Flächenelementg^ebilde, so ist 
jedes eigentliche Integralgebilde {J^) dadurch bestimmt, daß es alle 
Flächenelemente eines T^ enthalten soll, ausgenommen wenn T^ ein 
Verein L^ ist. 

Wenn nämlich T^ ein Elementarkegel ist, so ist das betreflfende 
/g der Verein P^, dessen Träger die Spitze des Elementarkegels ist, 
wenn dagegen T^ ein Verein C^ ist, so ist J^ der Verein 62,2 resp. 
Cg, dessen Träger die Trägerkurve von C^ ist. Ist dagegen ein i^ 
gegeben, so ist jede Curve, welche dieses L^ enthält, Träger eines 

Integralgebildes (C2,2)» — 

Wir wollen wegen diesen vier charakteristischen Eigenschaften 
die Zj als Charakteristiken bezeichnen (vgl. § 34, 4). 

3. Übertragung auf verwandte Oleichungen. 

a) Die Gleichung r ^ — ä* = . 

Wendet man auf die Gleichung qp = die LEGENDRE'sche 
Transformation an, so erhält man 

r ^ ~ ^2 = . 

Wir können daher, weil wir einerseits die LEGBNDEE'sche Trans- 
formation untersucht haben (§40,5), andererseits eine vollkommene 
Übersicht der Integralgebilde von 9) = gewonnen haben, auch 
diese Gleichung nunmehr integrieren. 

Zunächst ergiebt sich: 

Die Fundamentallösungen werden durch die Ebenen dargestellt 

Daraus folgt weiter: 

Alle übrigen eigentlichen Losungen sind Umhüllungsgebilde von 
Ebenen, d. h. abwickelbare Flächen, 

Femer sind hier die Charakteristiken ebene geradlinige 
Elementstreifen (denn bei der LEGENDRE'schen Transformation 
gehen die L^ in solche Streifen über). 
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Man erkennt leicht, daß alle Eigenschaften der Charakteristiken 
sich übertragen haben: Durch eine Charakteristik, nämlich einen 
ebenen geradlinigen Elementstreifen, ist in der That eine abwickel- 
bare Fläche nicht bestimmt; ferner: die Ebenen sind ümhüllungs- 
gebilde von oo^ Charakteristiken. 

b) Die Gleichung 

N=^(rt-^s^)-ni[r{l + g^) + t{\ + p^) - 2pqs} + n^ = 0. 

Wendet man auf die Gleichung qp = die Dilatation an, so erhält 
man die hingeschriebene Gleichung N=0 (nach §40, 3b). 

Hieraus folgt sofort: Die FundamentaUösungen der Gleichung 
N = sind die Kugeln mit dem Radius 1, die übrigen Lösungen 
sind Kanalflächen von der Ofihung 1 (ümhüllungsflächen einer Schar 
von Kugeln mit dem Radius 1), die Charakteristiken sind reifen- 
ähnliche Gebilde. Die Trägerkurve eines solchen Reifens ist ein 
Kreis vom Radius 1, die Flächenelemente stehen senkrecht zur 
Ebene des Kreises. 

Wir wollen ein Beispiel einer Integralfläche nennen: Die Glei- 
chung 

definiert einen Cylinder vom Radius 1, also eine Kanalfläche. 
In der That folgt aus 



weiter 



= yi~a:2 









r = — — 3 ^ 5 = 0, ^=0, 



N= +-J=A^—^X + ^ =0. 

4. Die allgemeinen parobolischen Differentialgleichungen. Nach- 
dem wir zwei Beispiele kennen gelernt haben von Differential- 
gleichungen, welche sich durch Bertihrungstransformation auf die Form 

, 9 = 

bringen lassen, ergiebt sich von selbst die Fragestellung: 

Welches ist die allgemeinste Form einer Differentialgleichung , die 
sich durch Berührungstransformation auf die Form (p = bringen läßt? 
Diese Differentialgleichungen wollen wir „parabolische Differen- 
tialgleichungen" nennen, und nun die gestellte Frage beantworten, 
ohne indessen auf den Beweis einzugehen. 
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Die allgemeinste Form einer parabolischen Differentialgleichung 
ist nun: 

N'ip + H(} + 2Ka + Lr — M(p = 0, 

= q) {N{r t'-s^ + Hr+2Ks + Lt+M\, 

wo M, K, Z, M und N Funktionen von x, y, z, p und q sind. 
Hier müssen nun noch bestimmte Relationen bestehen. 
Es muß nämlich die Gleichung 

MN+K^--HL^O 
erfüllt sein; femer müssen die Gleichungen erfüllt sein: 

WO die angewendeten Bezeichnungen die folgenden Bedeutungen 
haben : 

f-?Zj.^Z dJF L^ dF K 



dx dx^ dp N d q N 

2 dy"^ d%^ '^ dp N dq N ' 

Man kann leicht nachrechnen, daß bei der parabolischen Glei- 
chung 

r ^ - Ä« = 

diese Bedingungen erfüllt sind. 

Dasselbe gilt für die Gleichung 

rt--s^-ni{r{l +q^) + t{l + p^) - 2pq s} + n^ = . 

Hier ist 

iV = 1 , 

H = ^ni{l+q^), 

K = pqnk, 

L =^[\+p^ni, 

M = n^^n{[\+q^{\ +p^ +P^q^) = ^^^ ^' > 

H^^pn[\+^q^, 

K,^nq(l+'dp^), 

K,=^-np{l+Sq'), 

^3= -nq{l+Sp^). 

Die Bedingungen der parabolischen Differentialgleichungen sind also 
in der That erfüllt 
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Für alle parabolischen Differentialgleichungen gilt die Be- 
Qaerkung, daß die Lösungen Umhüllungsgebilde von gewissen 
E'undamentallösungen, die eine dreigliedrige Schar bilden, sind, 
c3aß es ferner eine fünfgliedrige Schar von Charakteristiken giebt, 
xnit den in Nr. 2 genannten Eigenschaften; denn alle (2) ent- 
"wickelten Sätze beziehen sich auf Eigenschaften, die bei Berührungs- 
"kransformationen erhalten bleiben. 



§ 42. Randwertaufgaben. 

1. Integralflächen, die eine geschlossene Kurve enthalten. Die 

partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung hatten folgende 
Eigenschaft: Eine Lösung war im allgemeinen vollständig bestimmt 
durch die Forderung, daß sie eine bestimmte Kurve enthalten sollte. 
Bei den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung war dies 
nicht mehr der Fall. Es genügte nämlich zur Bestimmung einer 
Integralfläche nicht die Forderung, daß die Fläche eine bestimmte 
Kurve enthält, vielmehr muß in jedem einzelnen Punkte der Kurve 
auch noch die Tangentialebene vorgeschrieben sein. 

Ist im speziellen eine geschlossene Kurve gegeben, so wird es 
noch eine unbegrenzte Menge von Integralflächen geben, welche 
diese Kurve enthalten und einer bestimmten partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung genügen. Die Kurve schneidet auf jeder 
dieser Flächen ein Stück heraus, dessen Begrenzung sie bildet. 
Diese Flächen werden nun nicht alle die Eigenschaft haben, daß 
das von der geschlossenen Kurve begrenzte Stück von Singularitäten 
frei ist. 

Beispiel; Es soll durch einen Kreis, der im Baume gegeben 
ist, eine Integralfläche der Gleichung r^— ä* = gelegt werden. 
Dann ist eine Lösung unmittelbar gegeben: die Ebene, welche den 
Kreis enthält. Lösungen der Aufgabe sind femer alle Kegel und 
alle Cylinder, welche den Kreis enthalten. Von allen diesen 
Lösungen hat aber nur die Ebene, in welcher der Kreis liegt, 
die Eigenschaft, daß der gegebene Kreis auf ihr ein einfach zu- 
sammenhängendes, endliches, singularitätenfreies Flächenstück be- 
grenzt. — 

2. Die Randwertaufgabe. Die Randwertaufgabe besteht nun 
darin, hinter allen Integralflächen einer gegebenen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, welche eine gegebene geschlossene Kurve 
enthalten, diejenigen zu bestimmen^ auf denen die gegebene Kurve ei t 
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singularitätenfreies endliches Gebiet begrenzt, — In nnserem Beispiel 
wüi'de also die Ebene des Kreises die einzige Lösung sein. 

3. Berandete Gebiete auf abwickelbaren Flächen. Bevor wir 
die Randwertaufgabe für die Gleichung 

r ^ - ^2 ^ 

behandeln, wollen wir nur an folgenden Umstand erinnern: Eine 
abwickelbare Fläche wird umhüllt von den Ebenen einer eingliedrigen 
Schar. Daher hat eine geschlossene Kurve (C), welche auf der 
Fläche liegt und ein endliches Stück derselben begrenzt, die Eigen- 
schaft, daß es zu jedem auf C gelegenen Punkte Ä mindestens 
einen entsprechenden auf C gelegenen Punkt A giebt, der in der- 
selben Tangentialebene liegt. Wir wollen diesen Punkt einen dem 
Punkt C zugeordneten Punkt nennen. 

Diese Bemerkung genügt, um nun die Randwertaufgabe zu be- 
handeln, d. h. um durch eine geschlossene analytische Kurve eine 
abwickelbare Fläche zu legen, auf der die Kurve ein endliches, 
singularitätenfreies Stück begrenzt (wenn es eine solche Fläche über- 
haupt giebt). 

4. Lösung der Randwertaufgabe bei abwickelbaren Flächen. Wenn 
die Randkurve (C) gegeben ist, so bestimme man zu jedem Punkt A^ 
derselben die zugeordneten Punkte, d. h. man bestimme diejenigen 
Punkte A^'y A^^^K . ., welche die Eigenschaft haben, daß es eine Ebene 
giebt, welche die Kurve {C) in A^ und ^^W berührt. Es giebt deren 
immer eine endliche Anzahl. 

Nun lege man durch A^ und A^' eine Ebene und lässt den 
Punkt A^ auf der Kurve wandern, indem man immer die ent- 
sprechende zweimal berührende Ebene konstruiert. Nach einer end- 
lichen Anzahl von Umläufen muß der zugeordnete Punkt wieder 
mit dem Punkt A^' zusammenfallen. Verfährt man entsprechend, 
indem man nun A^'', A('\ J^W an Stelle von A( setzt, so erhält 
man eine endliche Anzahl von abwickelbaren Flächen, unter denen 
sich auch die gesuchten Lösungen befinden müssen. 

Welche von den auf diese Art gefundenen Flächen wirklich 
Lösungen sind, läßt sich nachträglich leicht entscheiden. 

5. Beispiel: 

Es sollen die abwickelbaren Flächen bestimmt werden, welche 
die Kurve 

X = cos (f> , 

y = sinqp, 
z = \ COS^ (f 



lie hinzukommende Bedingung erfüllt 

mnach wird das Büschel der Tangentialebenen dargestellt 
lie Qleichung 

(x — cos(f>) + ßmi^ {tf - sin ff) + {ß — a) {z — :^coa'^) = , 
sind a nnd ß beUebige Konstanten. 

tzt soll zu dem Punkt A{<p) ein zugeordneter Punkt A'{<p') 
it werden, so daß die Ebene das Linieuelement der Kurve 
dessen Träger der Punkt ^' ist. 
so muß q>' die beiden Gleichungen erfüllen: 

coa^;' — 0039))+;? siny (sin qi)'— sin q!i) + ^£^^-^cos'(p'—coa'9!>)=0. 
jf-cos^z-siny' + ßsirKpcoarp' — [ß — ce)c(i6<p'-9ia<f' = 0. 
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Berechnet man hieraas (f\ so bekommt man den zugeordneten Punkt. 
Zugleich erhält man^ indem man a und ß bestimmt (und damit 
auch c) — die Ebene, welche die Kurve in den zugeordneten Linien- 
elementen berührt. 

Wir erhalten auf diese Weise die Lösungen 

(1) a = , qp' = ;r — qp . 

(2) /9 = 0, <p'=-(p. 

Zur ersten Lösung gehört die Ebene: 

sin qp (y — sin qp) + ;? — ^ cos* qp = . 

Das ümhüllungsgebilde aller Ebenen, welche man durch Variieren 
von qp erhält, wird dargestellt durch die hingeschriebene Gleichung 
in Verbindung mit der durch Diflferentiation nach qp daraus hervor- 
gegangenen: 

y cos qp — 2 sin qp«cos qp -|- cos qp-sin qp = 
oder 

y = sin qp . 

Die beiden Gleichungen zusammen lassen sich ersetzen durch 
die einzige: 

^ = i(l-3'*) 
oder 

Diese Gleichung stellt einen parabolischen Cylinder dar, welcher 
in der That die gegebene Kurve enthält und eine Lösung der Auf- 
gabe darstellt, weil die Kurve auf ihn ein reguläres einfach zusam- 
menhängendes Flächenstück begrenzt. 

(2) ß=0, (p' = -(p 

liefert die Ebene 

cos (f [x ^ cos qp) — f 2: — ^^^ ^ j = 0. 

Läßt man qp variieren und bildet die Gleichung der eingehüllten 
Fläche, so hat man noch hinzuzunehmen die Gleichung: 

— sin cp'X + 2 cos qp sin qp — sinqp- cos qp = . 

Man erhält hier aus 

X = cos qp , 

COS^flp 

z = 

2 

oder 

2z-a:2 = 0. 
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Auch dieser CyKnder ist eine Pläche, welche die verlangten Eigen- 
schaften hat. 

Die vorgelegte Randwertaufgabe hat also zwei Lösungen, näm- 
lich die soeben bestimmten Cylinderflächen, und ausser ihnen kann 
keine andere abwickelbare Fläche, welche die Eandkurve enthält, 
den gestellten Bedingungen genügen. 

Z. B. enthält der Cylinder, dessen Gleichung lautet 

wohl die Kurve, aber sie begrenzt auf ihm nicht ein endliches 
Flächenstück. 

6. Yerallgemeinenmg auf andere parabolische Differentialglei- 
chungen. Das Verfahren lässt sich ohne weiteres auch bei anderen 
parabolischen Differentialgleichungen anwenden, von denen man die 
Fundamentallösungen kennt. Zu einem Punkt J^ findet man die 
zugeordneten Punkte, indem man diejenigen Fundamentallösungen 
bestimmt, welche die gegebene Randkurve außer in A^ mindestens 
noch einmal berührt. 

Indem man nun von diesen Fundamentallösungen die ümhül- 
lungsgebilde konstruiert, erhält man eine endliche Anzahl von 
Flächen, unter denen sich die gesuchte Lösung auch befinden muß. 



) 



Anhang. 

(Zu § 24, 2., S. 131.) 

Wir wollen hier den Nachweis führen, daß unter den gemachten 
Voraussetzungen sich die neun Größen 

«i. ßi, Vi (^ = 1,2,3) 

wirklich derart bestimmen lassen, daß ihre Determinante nicht ver- 
schwindet. 

Zunächst ist 

«i«! + ßi^i + /tS == h^i^ 
(1) ^.b,+ß,b^^y,b,^l,ß,, (2=1,2,3) 

Wäre nun die Determinante 



«1 



cc^ 



a. 



ß2 72 
'3 rs ^3 

gleich Null, so gäbe es drei nicht sämtlich verschwindende Größen 
A, £, C derart, daß 

Äa^ + Ba^ + Ca^ = , 

(2) Äß,+£ß, + Cß,^0, 

Wegen der Gleichungen (2) kann man aus den Gleichungen (1) 
die weiteren Gleichungen ableiten: 

Aj J «1 + ^2 -S «2 + ^3 ^'«3 = , 

(3) k,Äß, + X^£ß, + X,Cß, = 0, 

Man kann also in den Gleichungen (2) die Größen A, B, C einfach 
ersetzen durch 

Es folgt daher auch aus (3) 
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(4) 



Betrachtet man nun die neun Gleichungen (2), (3) und (4) zu- 
sammen, so folgt, da die Determinante 

1 1 1 






7 2 ' 
^3 I 



von Null verschieden iat, 

6'«3 = 0/93 = ^^3 = 0. 

Da nun die A, B, C' nicht sämtlich verschwinden müssen, so müßten 
mindestens entweder die drei Größen a^, ß^, y^ oder die drei Größen 
€^, /Jgj 7^ oder die drei Größen «3, ß^, y^ verschwinden. Dies ist 
aber nicht der Fall, da die drei Determinanten 



i = 1, 2, 3 



der Voraussetzung nach verschwinden. 

Sobald also — was sich immer erreichen läßt — von den neun 
Größen 



«1- 


^ 


«2 




«3 


^ 




*2 -K 




h 


«1 




«S 


«8 


-h 



u., 



ß,, y, (e= 1,2,3) 



nicht drei in irgend einer Zeile stehende sämtlich verschtoinden, ist die 
Determinante 



cc. 



a, 



2 



I a. 



von Jkill verschieden. 



ßi n 

ßs Vz 
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(Dg. ist zur Abkürzung fOr Differentialgleichung gesetzt.) 



ÄMP^RE'sche Transformation 173. 

Analytische Gleichungen zur Bestim- 
mung von impliciten Funktionen 2. 

Anfangsbedingungen für Lösungen 
von Dg. 40. 

Berührung von Linienelementvereinen 
65, von Flächenelementvereinen 150. 

Berührungsparameter, Definition 76, 
angewendet zur Konstruktion von 
Berührungstransformationen 80, an- 
gewendet auf Dg. erster Ordnung 83. 

Berührungstransformationen der Ebene, 
Definition 67, Beispiele 68, 73—75, 
Charakteristische öleichung zur Be- 
stimmung einer B.-T. 70, Konstruk- 
tion von B.-T. 80, Anwendung auf 
Dg. 80, Erweiterung von B.-T. 108. 

Berührungstransformationen des Rau- 
mes, Definition 152, drei verschiedene 
Klassen 161, 163, 171, Beispiele 159, 
162, 166—171, 173—174, Eigenschaf- 
ten derselben 153 — 159, Anwendung 
auf Dg. 175 — 178, Erweiterung von 
B.-T. des Raumes 204, Beispiele 205 
bis 208. 

BESSEL'sche Funktionen 122. 



Calcul des limites für eine Funktion 
einer Variabein 26, für eine Funk- 
tion von mehreren Veränderlichen 
27, Anwendung auf Existenzbeweise 
30 ff., 45 ff. 

Charakteristische Grieichung bei Be- 
rührungstransformationen der Ebene 
70, bei Berührungstransformationen 
des Raumes 163, bei gewöhnlichen 
linearen Differentialgleichungen 124. 

Charakteristische Streifen bei partiellen 
Dg. erster Ordnung 182, 185, bei par- 
tieUen Dg. zweiter Ordnung 214. 



CLAiBAur'sche Dg. 81, Beispiel 82, 
Verallgemeinerung 85, Beispiel 85. 

Differentiale, vollständige 22, Integra- 
tion derselben 22, Beispiele 25 ff. 

Differentialgleichungen , Defimtionen : 
gewöhnliche Dg. 17, Systeme von 
gewöhnlichen ug. 18, implicite ge- 
wöhnliche Dg. 35, partielle Dg. 21. 
— Existenzbeweise: für ^wölmliche 
Dg. 30 (Beispiele 33), fiir Systeme 
gewöhnlicher Dg. 32, für implicite 
gewöhnliche Dg. 35, für Systeme 
impliciter gewöhnlicher D^, 35, 
(KowALEwsKi'scher) für Systeme 
linearer partieller Dq. 44 ff., für par- 
tielle Dq, erster Ordnung in drei 
Veränderlichen 140 ff. , für partielle 
Dq. zweiter Ordnung in drei Ver- 
änderlichen 191 ff. — Integrations- 
methoden: für gewöhnliche Dq. 
erster Ordnung 50 ff., 80 ff., für ge- 
wöhnliche Dg. zweiter Ordnung 112, 
für lineare Dq. 119, für Systeme von 
gewöhnlicher Dg. 125, für partielle 
Dg. erster Ordnung 181, für par- 
tielle Dq. zweiter Ordnung 212. 

Differentialgleichungen, spezielle Klas- 
sen: homogene 52, irreducible 89, 
lineare mit linearen Koeffizienten 
121, mit konstanten Koeffizienten 123. 

Dilatation in der Ebene 75, erweitert 
lll,AnwendungaufDg.ll2, im Raum 
170, erweitert 207, angewendet 215. 

Dimension eines analytischen Gebildes 
1 4 Verhalten bei Transformationen 1 5 . 

Eindeutigkeit der analytischen Lösung 
einer Dg. 37, 39. 

Elementarkegel als Vereine von Flächen- 
elementen 149, als Integralgebilde 
181, als Träger erster Stufe von 
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ausgearteten Krümmungselementver- 
einen 202. 

Elemenstreifen siehe Flächenelement- 
vereine. 

Enveloppen, berührende, als singulare 
Lösungen bei gewöhnlicher Dg. erster 
Ordnung 92 (Beispiel 93), oskulierende, 
als singulare Lösungen bei gewöhn- 
licher Y)^. zweiter Ordnung 114 
(Beispiel 115). 

EüLER'scher Multiplikator einer Dg. 
erster Ordnung 50, Bestimmung 51, 
Anwendung auf homogene Dg. 52, 
auf lineare Dg. 53, — Greomeferische 
Deutung desselben 57, Anwendung 58. 

Flächenelemente 143, Vereine von — n 
145, Dimension dieser Vereine 145, 
zweidimensionale Flächenelementver- 
eine 147, eindimensionale Flächen- 
elementvereine (Elementstreifen) 148, 
Beispiele 149, Fiächenelementvereine 
als Integralgebilde 178 ff. 

Flächenscharen, eingliedrige 136. 

Fundamentallösungen bei parabolischen 
Dg. 214. 

Funktionaldeterminante bei analy- 
tischen Gleichungen 12, bei Trans- 
formationen 13, bei Berührungstrans- 
formationen im Raum 158, 162, 164. 

Fußpunktkurven 86. 

Faßpunkttransformation 74, angewen- 
det 86, erweitert 111, angewendet 112. 

Gewöhnliche Differentialgleichungen 
siehe Dg. 

Hauptlösungen bei gewöhnlicher Dg. 
erster Ordnung 39 (Beispiel 41), bei 
Dg. höherer Ordnung 42, (Beispiel 43). 

Hauptebenen 195. 

Hauptkrümmungsradien 195. 

JACOBi'scher Multiplikator 125, sein 
Zusammenhang mit den Lösungen 
126. 

Implicite Funktionen: Definition 1, 
Existenzbeweis 5, Beispiele 7, von 
mehreren Variabein 8 — 9, Systeme 
von impliciten Funktionen 10. 

Integralflächen einer partiellen Dg. 
erster Ordnung durch eine Kurve 
bestimmt 142, einer partiellen Dg. 
zweiter Ordnung, durch einen Streifen 
bestimmt 194. 

Integralgebilde (im erweiterten Sinn) 
bei gewöhnlicher Dg. erster Ord- 



! nung 66, bei gewöhnlicher Dg. zweiter 
Ordnung 107, bei partieller Dg. erster 
Ordnung 175, zweidimensionale Inte- 
gralgebilde 178, eindimensionale In- 
tegralgebilde 179, charakteristische 
Integralgebilde 179, 182, beipartieUen 
Dg. zweiter Ordnung 213. 

Inte^ationskonstanten 18 , kanoni- 
sche I. 39. 

Integralkurven bestimmt durch einen 
Punkt 41. 

Integrationsproblem bei gewöhnlichen 
Dg.'. Definition 17, Erweiterung 65, 
107, bei partiellen Dg. 21, Erweite- 
rung 175, 213. 

Integrationstheorie siehe Dg. 

Intermediäre Integrale 79. 

Involutionsbeziehung 76. 

Isogonale Trajectorien 58. 

Kanalflächen 215. 

EUammerausdruck siehe Klammerrela- 
tionen. 

Klammerrelationen bei Berührongs- 
transformationen der Ebene 75 — ^77, 
bei Berührungstransformationen des 
Raumes 159 (Beispiel 160). 

KowALEwsKi, (S.), siehe Existensbeweis. 

Krümmungselemente der Kurven in der 
Ebene 104, Vereine derselben 105, 
nichtreguläre Vereine 106, als Inte- 
gralgebilde 107, Krümmungselemente 
von Flächen im Raum 195, die ver- 
schiedenen Arten von regulären 
Vereinen von Krümmungselementen 
196—199, die nicht regulären Krüm- 
mungselementvereine 199, 202, Glei- 
chungen für die Vereine 200. 

Kurven als Linienelementvereine 64. 

IjAFLACE^sche Transformation 119. 

LEGENDRE'sche Transformation in der 
Ebene 72 , Anwendung auf die 
CLAiRAUT'sche Gleichung 81, erweitert 
110, angewendet 112, im Raum 166, 
angewendet auf die Gleichung 

X — px — qy — ^—-^ = : 188, er- 

weitert 209, angewendet auf die 
Gleichung r^ - »» = 0: 214. 

LiE*8che Transfoimation 173. 

Linienelemente in der Ebene 60, 
Scharen von — 61, Vereine 62, Be- 
rührung von Linienelementvereinen 
64, als Integralgebilde 65, — im Raum 
als Träger von Flächenelementver- 
einen 149, als charakteristische J^ 
der Gleichung » = 0: 179, als Träger 
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erster Stufe von nichtregulären 

Krümmungselemei)tvereinen 203, als 

Charakteristiken der Gleichung 9 = 

213.. 
Logarithmische Spiralen 59, 101. 
Lösung einer Dg. 17, vollständige Lsg. 

einer partiellen Dg, erster Ordnung 

142. 
Lösungssysteme von Dg. 40 (allgemeines, 

partikuläres, Hauptlösungsystem). 

Multiplikator, letzter 126 (Beispiel 128), 
siehe auch Euleb und Jacobi. 

Normalform der partiellen Dg. erster 
Ordnung 175, 178, der parabolischen 
Dg. zweiter Ordnung (<jp = 0) 212. 

Normalrechteck 55. 

Oskulation von Krümmungselement- 
vereinen in der Ebene 106, von 
Flächen und Kriimmungselement- 
vereinen im Kaum 203. 

Oskulationstransformationen (= erwei- 
terte Berührungstransformationen, 
der Ebene 108 ff., des Eaumes 204 ff.) 
212. 

Parabolische Differentialgleichungen 

215 ff. 
Parallelkurven 57. 
Punkttransformationen, erweiterte, in 

der Ebene 69, im Raum 161. 
Punktkreise als nichtreguläre Rrüm- 

mungselementvereine 106, 108. 
Punktkurventransformationen d. Ebene 

70, des Eaumes 171 ff. 

Randwertaufgaben bei partiellen Dg. 
zweiter Ordnung 217 ff. (Beispiel 219). 
Reifen 215. 

Reihenvergleichung 29. 
RiccATi'sche Differentialgleichung 55. 



Rückkehrkanten abwickelbarer Flächen 
als Orte von nicht regulären Krüm- 
mungselementvereinen 199. 

Schnabelspitzen 116. 

Singulare Lösungen von gewöhnlichen 
Dg. erster Ordnung 87, Bestimmung 
derselben 89, Beispiele 91, 93, geo- 
metrische Deutung 92, von Dg. 
zweiter Ordnung 113 ff. 

Singulare Punkte s. singulare Stellen. 

Singulare Stellen, analytische Behand- 
lung 83 (Beispiel), bei linearen Dg. 
119, geometrische Untersuchung der 
singulären Stellen in der Ebene 97 ff., 
im Raum 129 ff. 

Spitzen von Tntegralkurven 95 (Bei- 
spiel 97). 

Strudelpunkte 102. 

Träger (nullter Stufe) von Flächen- 
elementen 145, (erster Stufe) von 
Krümmungselementen im Raum 197. 

Trägergebilde von Vereinen 198. 

Transformationen, reguläre 13, siehe 
auch Punkttransformation und Be- 
rührungstransformation, — inverse 13. 

Cmhüllungsgebilde von Linienelement- 
vereinen 67, ihr Verhalten bei Be- 
rührungstransformationen 68 , von 
Flächenelementvereinen im Raum 
152, von charakteristischen Streifen 
180. 

Vergleichsfunktion beim Calcul des 
limites 28.- 

Vollständige Systeme 137, Integrations- 
methode der vollständ. Systemel38. 

Wendepunkte von Integralkurven 94 

(Beispiel 97). 
Wirbelpunkte 102. 



Berichtigungen. 

S. 44, Zeile 6 von unten und S. 140, Zeile 3 von oben (beidesmal in den 
Überschriften) vor „Existenzbeweis" einzufügen: KowALEwsKi'scher. 

S. 68, Zeile 3 von unten, lies: Umhüllungsgebilde statt: Ümhüllungsge bilde. 

S. 110, Zeile 8 von oben lies: + q^— statt: = q 
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